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نظرا للصعوبة والدور الكبير الذي تؤدية عملية الوصول الى الحل الامثل في معالجة              

انظمة المنشأت او المعامل او المؤسسات الحكومية , عبر اتخاذ القرار المناسب او البديل 
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مية المتاحة بأستخدام مختلف العلوم الامثل من بين مجموعة البدائل او القرارات العل

 الاقتصادية والادارية والاحصائية .

والذي يدخل  Operation Researchاذ يعتبر هذا الكتاب باكورة بحـــوث العمليـات  

استخدامه في مختلف الفعاليات والنشاطات الاقتصادية للمنشأت الانتاجية والخدمية على حد 

الانتاج والتوزيع والخزين والنقل وغيرها من المشكلات  سواء وخاصة فيما يتعلق بمشكلات

التي يتطلب حلها اتخاذ مجموعة من القرارات الادارية الحاسمة من قبل متخذي القرار وذلك 

 بأعتماد الاسس العلمية والبرامج الجاهزة بعيدا عن مبدأ الحدس والتخمين .

ي معظم فصوله , وكذلك تم أعتماد مبدأ لقد أستند هذا الكتاب على استخدام الامثلة الواقعية ف

كتابة الامثلة والتمارين باللغتين العربية والانكليزية واستخدام المصطلحات العلمية اينما 

تطلب ذلك ليتم تسهيل المادة وتبسيطها عند قراءة الطالب للمصادر الاجنبية مستقبلا ، اضافة 

تمل الصورة لدى الطالب بصورة لكتابة مجموعة من التمارين في نهاية كل فصل لكي تك

 كاملة.

الكتاب يتضمن تسعة فصول حيث تناول الفصل الاول مفهوم وبناء وصيغ نماذج البرمجة 

الخطية بشكل واضح ومبسط مع اعطاء أمثلة توضيحية لكل صيغة  , في حين تناول الفصل 

نية والطريقة الثاني كيفية الحل والطرق المستخدمة في حل النماذج ومنها الطريقة البيا

الجبرية وطريقة السمبلكس في حالة كون دالة الهدف من نوع تعظيم )عظمى ( ، وطريقتين 

هما )آم( الكبرى وطريقة ذات المرحلتين عندما تكون دالة الهدف من نوع تقليل ) صغرى ( 

وذج , وتناول الفصل الثالث الثنائية في البرمجة الخطية من ناحية المفهوم وكيفية تحويل النم

اذا كان النموذج في الحالتين القانونية والقياسية وطريقة الحل للنموذج المقابل , فيما تطرق 

الفصل الرابع الى تحليل الحساسية وحل ما بعد الامثلية ، اذ تناول جميع الحالات  التي تتغير 

ي فيها مكونات نموذج البرمجة الخطية وهي ) التغيرات في الطرف الايمن ، التغيرات ف

معاملات دالة الهدف ، التغيرات في متغيرات القرار في القيود ، اضافة متغير او متغيرات 

جديدة ، وأخيرا اضافة قيد او قيود جديدة (. في حين تناول الفصل الخامس نماذج النقل 

ومشاكل التخصيص والتي كثيرا ما يستفاد منها الباحثين ، اذ بدأ الفصل بكيفية موازنة نموذج 

ثم كيفية الحصول على الحل الاولي الابتدائي المقبول بأستخدام ثلاثة طرق هي الركن  النقل
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الشمالي الغربي ، طريقة اقل كلفة ، وطريقة فوجل ، وطريقة روسيل , بعد ذلك انتقلنا 

للحصول على الحل الامثل لنماذج النقل باستخدام طريقتين هما المسار المتعرج وطريقة 

ل الفصل مشكلة التخصيص والطرق المستخدمة في حل مشاكل عوامل الضرب ثم تناو

التخصيص. فيما تناول الفصل السادس تخطيط جداول الانتاج الاجمالي الاول والثاتي مع 

اعطاء تعريف واضح للمتغيرات والثوابت في النموذج ، وتم التطرق ايضا الى نماذج تجزئة 

رض الخزين ونموذج الانتاج لغرض التخطيط الاجمالي ، وهي نموذج جداول الانتاج لغ

الطلب .وتضمن الفصل السابع نظرية المباراة وتعريف وامثلة للمباريات المستقرة وغير 

المستقرة , واحدث الطرق لحل تلك المباريات .فيما تضمن الفصل الثامن تحليل الشبكات من 

رت وكذلك خلال بناء الشبكات وتحليلها بأستخدام طريقتي المسار الحرج وطريقة بي

اعتبارات الكلفة في جدولة المشروع . وتناول الفصل التاسع والاخير البرمجة العددية 

 مفهومها وانواع نماذج البرمجة العددية وطرق حلها.

نرجوا من الباري عز وجل ان يكون عملنا هذا جهد متواضعا لكي يستفيد منه الجميع لذا      

ابداء ملاحظاتهم وتوجيهاتهم التي يمكن تجاوزها نرجو من الاخوة الباحثين والتدريسيين 

 مستقبلآ  .  .   .

 ومن الله التوفيق

 

  

 

 المؤلفون                                                                                                   
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     لنموذج البرمجة الخطية سيةالصيغة القيا 1-3-3

Standard Form of Linear Programming Model 
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  Concept of Linear Programming L .Pمفهوم البرمجة الخطية 1-1
تعرررررف البرمجرررررة الخطيررررة بانهرررررا نمرررروذج رياضررررري لتوزيررررع مجموعرررررة مررررن المررررروارد والامكانيرررررات 

هرررذل المرروارد ضرررمن مجموعررة مرررن القيرررود المحرردودة علرررى عرردد مرررن الحاجيررات المتنافسرررة علررى 
والعوامررل الثابتررة بحيرر  يحقررت هررذا التوزيررع افضررل نتيجررة ممكنررةه أي ان يكررون توزيعهررا مثاليررا  
وتعتبرررر نمررراذج البرمجرررة الخطيرررة مرررن ابسرررط واسرررهل النمررراذج الرياضررريةه والتررري يمكرررن انشررراؤها 

 طبيعة الانتاجية لمعالجة المعضلات الصناعية والحكومية والمنشآت والشركات ذات ال
إذن فالنموذج بشكل عام عبارة عن جزء يحمل مواصفات الكله بحير  ان كرل مرا هرو ايجرابي 
فرري النمرروذج يكررون ايجابيررا فرري الكررله وكررل مررا هررو سررلبي فرري النمرروذج يكررون سررلبيا علررى الكررله 
ويمكررن ان يكررون النمرروذج بشرركل صرريغة رياضررية عمررل مواصررفات حالررة معينررة مررن خررلال عرردد 

قررات الرياضررية الترري تعبررر عررن المشرركلة او الحالررة الترري يررتم دراسررتها بشرركل او بررآخر  مررن العلا
ان الهدف من بنراء النمروذج بشركل عرام هرو عررض وتحليرل وتفسرير المشركلة بطريقرة مبسرطةه 
ولكرري يحقررت مصررمم النمرروذج الهرردف المطلرروب مررن وراء ذلررع ينبغرري ان يكررون علررى علررم تررام 

بنظررررر الاعتبرررار مسررررالة مهمررررة هرررري عرررردم اهمررررال الحقررررائت  بكرررل حيثيررررات المشرررركلةه مررررع الاخررررذ
والمتغيرات المهمة في المشكلة بهدف التبسيط  وكلما كان النمروذج قريبرا مرن الواقرع كلمرا كران 
التحليرررل والتنبرررؤ دقيقرررا والعكرررس صرررحيل ايضرررا  وبنررراء علرررى مرررا تقررردم يمكرررن ان نلخرررص مفهررروم 

يهرردف الررى تصرروير الواقررع لتوضرريل احرررد النمرروذج بانررت التكرروين او الصررياغة الملموسررة الرررذي 
مظاهر الطريقرة التري يعمرل بهراه وعرادة يكرون النمروذج اقرل تعقيردا مرن الواقرع الا انرت يجرب ان 

 يكون كاملا بما فيت الكفاية لتقريب مظاهر المشكلة قيد البح  
ولغرررض فهررم طبيعررة وانررواع النمرراذج الرياضررية وتقسرريماتها سرروف يررتم اسررتعراض الاسررباب الترري 

 تدعو الى صياغة وبناء النماذج عامة والنماذج الرياضية بشكل خاص وكما يلي:
 صعوبة نقل المشكلة قيد البح  من مكان الى اخر  -1
 صعوبة حصر وتحديد مواصفات المشكلة قيد البح   -2

 الكلفة العالية للتعامل مع المشكلة قيد البح   -3

 المخاطر الناتجة عن المشكلة قيد البح   -4

 لتعامل مع المشكلة قيد البح  بشكل مباشر,عدم امكانية ا -5
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وممررا تقرردم فرري اعررلال يمكررن تعريررف النمرروذج الرياضرري بانررت )مجموعررة مررن المتغيرررات والعوامررل 
المتداخلة والمترابطة فيما بينهها والتي تعبر عن مشكلة او حالة معينةه وتررتبط فيمرا بينهرا مرن 

ينرررات( وفرررت صررريغ معينرررة تهررردف الرررى خرررلال عررردد مرررن العلاقرررات الرياضرررية )معرررادلات او متبا
 توضيل طبيعة المشكلة موضع البح  مع بيان مواصفات متغيراتها الداخلية والخارجية( 

وضرررمن الاراء والافكرررار الرررواردة فررري موضررروعي الاسررراليب الكميرررة وبحرررو  العمليرررات تررررد عررردة 
 تقسيمات للنماذج الرياضية وكما يلي:
 ة اولا: التصنيف الشامل للنماذج الرياضي

 ثانيا: التصنيف الرئيسي للنماذج الرياضية 
 ثالثا: التصنيف الفرعي للنماذج الرياضية 

 
 اولا: التصنيف الشامل للنماذج الرياضية. 

 وتقسم النماذج الرياضية بموجب هذا التصنيف الى ما يلي:
 النماذج الرياضية المحددة: -1

عروفة لدى متخذ القرراره أي هي تلع النماذج التي تتالف من عوامل ومتغيرات واضحة وم
انهرررا بعيررردة عرررن المرررؤثرات الاحتماليرررة الداخليرررة والخارجيرررة التررري ترررؤثر فررري تركيرررب المشررركلة 
المدروسرررررةه وبالترررررالي فررررري صرررررياغة النمررررروذج الرياضررررريه ومنهرررررا نمررررراذج البرمجرررررة الخطيرررررة 

Linear Programming Models  ونمرراذج النقررلTransportation Model  
 وغيرها من النماذج الرياضية   Assignment Modelsونماذج التخصيص 

 النماذج الرياضية الاحتمالية -2
هررري تلرررع النمررراذج الرياضرررية التررري تترررالف مرررن عررردة عوامرررل ومتغيررررات احتماليرررة بمرررا يرررتلائم 
وطبيعة المشكلة التي هي بطبيعة الحال غير واضحة وتتسم فري كونهرا عرضرا للكثيرر مرن 

ومنهررررا النمرررراذج المعتمرررردة فرررري نظريررررة صررررفوف الانتظررررار المررررؤثرات الخارجيررررة والداخليررررة ه 
Queuing Theory Models   والنمرراذج المعتمرردة فرري نمرراذج السرريطرة علررى الخررزين

Inventory Control Models  وغيرها 
 النماذج ذات الطبيعة الستراتيجية -3
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خرذ هي تلع النماذج الرياضية التي يتم صياغتها من قبل متخذ القررار بنراء علرى موقرف مت
قرررار آخررر منررافس لرررت يعمررل فرري البيئرررة نفسررها والمجررال نفسررته حيررر  يطلررت علررى الموقرررف 
المررررذكور )السررررتراتيجية(  ويررررذكر برررران القرررررار الررررذي يصرررردر فرررري هررررذل الحالررررة اسررررتنادا الررررى 

 استراتيجية متخذ القرار الاول المستندة الى ستراتيجية متخذ القرار الثاني 
بسررراطة اذا كانرررت المنافسرررة تجرررري برررين اثنرررين فقرررط مرررن ان النمررراذج الاسرررتراتيجية تتسرررم بال

متخررذي القررراره وتررزداد تعقيرردا اذا كانررت المنافسررة تجررري بررين عرردد كبيررر مررن المتنافسررينه 
 Game Modelsومنهررا النمرراذج الرياضررية المعتمرردة فرري نظريررة الالعرراب )المباريررات( 

Theory   وغيرها من النماذج 
 حصائية والمحاسبيةالنماذج الرياضية ذات الطبيعة الا -4

ان هذا النوع من النماذج الرياضية لت استخدامات ثابتة ومعروفة يتصف بالبساطة وصرفة 
الخطيررررةه ومررررن هررررذل النمرررراذج الاحصررررائية هرررري النمرررراذج المعتمرررردة فرررري الوسررررط الحسررررابي 
والارتبررررالا والانحرررردار وغيرهررررا مررررن الاسرررراليب الاحصررررائيةه ومررررن النمرررراذج المحاسرررربية هرررري 

تمررردة فررري تحديرررد الفائررردة البسررريطة والفائررردة المركبرررة واقسرررالا الانررردثار وغيرهرررا النمررراذج المع
 المحاسبية 

 ثانيا: التصنيف الرئيسي للنماذج الرياضية
 وتقسم النماذج الرياضية بموجب هذا التصنيف الى ما يلي: 

 النماذج الرياضية المعيارية -1
كرون عليرت واقرع الحرال وفرت وهي تلع النماذج الرياضية التي تهدف الرى وصرف مرا يجرب ان ي

 صياغة رياضية معدة بشكل دقيت وثابت 
 النماذج الرياضية الوصفية -2

هررري تلرررع النمررراذج الرياضرررية التررري تهررردف الرررى وصرررف الحقرررائت والعلاقرررات الموجرررودة برررين 
 مكونات الواقع المدروس بشكل يعرض ما هو عليت واقع الحال 

 
 ثالثا: التصنيف الفرعي للنماذج الرياضية

 م النماذج الرياضية بموجب هذا التصنيف الى ما يلي:وتقس
 خطية :النماذج الرياضية ال -1
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وقيمرة دالرة  (xj)وهي تلع النماذج الرياضية التي تكن فيهرا العلاقرة برين المتغيررات 
 ( يمكن تمثيلها بشكل خط مستقيم  Zالهدف )

 النماذج الرياضية غير الخطية : -2

وقيمرة دالرة  (xj)فيهرا العلاقرة برين المتغيررات وهي تلع النماذج الرياضية التي تكن 
 ( يمكن تمثيلها على شكل منحنى Zالهدف )

وانرررواع النمررراذج لا برررد مرررن معرفرررة البرمجرررة الخطيرررة  Modelوبعرررد معرفرررة معنرررى النمررروذج 
Linear Programming  ه حير  كران الاهتمرام بالبرمجرة الخطيرة منرذ نهايرة ثلاثينيرات
دام الامثرل للمروارد المنافسرة التري تتصرف بالنردرةه وفري عرام القرن الماضي لتحقيرت الاسرتخ

ان هنرراع مجموعررة مررن مشرراكل   Kantrovichبررين العررالم السرروفيتي كررانتروفيج  1939
الانتاج يمكن صياغتها وفت نموذج رياضي واحرده وهرذا مرا سريركز عليرت كتابنرا فري معظرم 

نشرررر ذلرررع فررري مطبوعرررة              فصرررولته اذ يمكرررن اسرررتخدام الطررررق الرقميرررة فررري حلهررراه وكررران قرررد
Planning of production methods in the organization mathematical         

مشرررررراكل النقررررررل   Frank Hitchockعررررررالج فرانررررررع هاتشرررررروع  1941وفرررررري عررررررام 
Transportation Problems   قرام  1945وفي عرامStigler   بتطبيرت نمراذج البرمجرة

   Dietفري تحديرد وجبرات الطعرام للحميرة   Linear Programming Modelsالخطيرة 
باقل التكاليف , واثناء الحرب العالمية الثانية قرام العرالم الرياضري البريطراني جرورج دانترزج 

G. Dantizg  والذي كان يعمل في سلاح الجو البريطاني بتطروير طريقرة الحرل المعروفرة
لحرررل المشررراكل السررروقية  Simplex Methodبالطريقرررة المبسرررطة او طريقرررة السرررمبلكس 

والتعبويررة والمشرراكل التموينيررة الترري كانررت تواجررت القرروات البريطانيررة  وبعررد الحرررب العالميررة 
وايجراد اسرواق جديردة وتكردس المرواد الاوليرة   Mass Productionالثانيرة وزيرادة الانتراج 

Materials Stockplies    وتطررور امكانيررة قرروى العمررلwork forces لم قررام العررا
واخرون باسرتخدام هرذل الاسراليب الكميرة   G. Dantzigالرياضي البريطاني جورج دانتزج 

في حل المشاكل الانتاجية واستخدام هذل الاساليب في مساعدة المدير او متخذ القررار فري 
عملية اتخاذ القرارات الادارية الرشيدةه وبهذا فقرد تحرول اسرتخدام الاسراليب الكميرة وبحرو  

ن المجررررالات العسرررركرية الررررى المجررررالات المدنيررررة وبالررررذات فرررري مجررررالات ادارة العمليررررات مرررر
 الاعمال 
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 Linearوبنرررراءى علررررى مررررا تقرررردم فرررري اعررررلال فةنررررت لا بررررد مررررن تعريررررف البرمجررررة الخطيررررة 

Programming   بانهررا )مجموعررة اسرراليب فنيررة يمكررن بواسررطتها الحصررول علررى المقرردار
هرردفه وتررتحكم فيررت قيررود خطيررة(  وتهرردف الجبررري الأمثررل )اقصررى وادنررى( ويرردعى ذلررع بال

البرمجة الخطية الى الاستخدام الامثرل للمروارد المتاحرة والتري تمتراز بالنردرة لتحقيرت اهرداف 
المنظمةه أي ان البرمجة الخطية بشكل عام تعالج مسالة تخصيص او التوزيرع المروارد او 

خطيرة تسررمى )دالررة  الطاقرات المحرردودة لتحقيرت هرردف معرينه ويعبررر عرن هررذا الهردف بدالررة
( وتكون بنوعين فةذا كان هدف المنظمرة تعظريم الاربراح  Objective Functionالهدف 

( تعظرريم ه امررا اذا كرران هرردف المنظمررة تقليررل التكرراليف Maxتكررون دالررة الهرردف مررن نرروع )
( تصرررغيره وتخضرررع هرررذل الدالرررة الرررى عررردة محرررددات او Minتكرررون هرررذل الدالرررة مرررن نررروع )

وهي عبارة عن معادلات تعبر عرن المرواد الاوليرةه عردد  ( Constraints)شرولا او قيود 
 ساعات العمله طاقة المكائنه الطاقة الكهربائية الايدي العاملة    الخ 

 
 مجالات ومشاكل استخدام البرمجة الخطية 

 يمكن القول بان مجالات استخدام البرمجة الخطية تتلخص بما يلي:
 ول على اكبر ناتج ممكن ضمن الظروف المتاحة تنظيم العمليات الانتاجية للحص -1
 تقليل عوادم الانتاج الى اقل حد ممكن  -2

 اختيار امثل الطرق لتوزيع المنتجات من مناطت انتاجها الى مواقع استخدامها  -3

 تخطيط ورقابة الانتاج  -4

 الوصول الى افضل استغلال لطاقات الالات والمعدات  -5

 الاستفادة القصوى من المواد الاولية  -6

امررررا ابرررررز المشرررراكل الترررري مررررن الممكررررن للبرمجررررة الخطيررررة المسرررراهمة بشرررركل فعررررال بحلهررررا 
 والوصول الى افضل النتائج فهي ما يلي:

 مشاكل تخطيط الانتاج -1
حيرر  تسرراعد البرمجررة الخطيررة فرري تحديررد الكميررة الواجررب انتاجهررا مررن سررلعة معينررة والترري 

تراز عرادة بالنردرة لكافرة المؤسسرات تؤدي الى تحقيت اعلى ربحيرةه ولأن الاعرداد المتاحرة تم



 17 

فةن البرمجمة الخطية تعتبر الوسيلة الفعالة لتوزيع تلع الموارد  علرى السرلع المرراد انتاجهرا 
 بطريقة من شانها تعظيم ارباح المنشا او الشركة 

 مشاكل تخطيط الاستثمار -2
لال توزيررع حيرر  تسرراعد البرمجررة الخطيررة المنشررآت او المسررتثمرين علررى تعظرريم الاربرراح مررن خرر

الامرروال المتاحررة علررى البرردائل الاسررتثمارية بطريقررة مررن شررانها ان تررؤدي الررى تعظرريم الاربررراحه 
ويعنررري ذلرررع ان المنشرررآت تسرررتطيع ان تخطرررط اسرررتثماراتها بشررركل يرررؤدي الرررى تعظررريم الاربررراح 

 باستخدام نماذج البرمجة الخطية 
 مشاكل توزيع العاملين -3

لعرراملين علررى المواقررع الانتاجيررة , وبالضرربط الررى حيرر  تحترراج المنشررآت الررى توزيررع اعررداد ا
تحديررد عرردد العرراملين الررلازم بطريقررة مررن شررانها ان تررؤدي الررى تخفرريض التكرراليف الررى ادنررى 

 حد ممكن 
 مشاكل توزيع الانتاج -4

حيرر  تسرراعد البرمجررة الخطيررة المنشررآت علررى توزيررع منتجاتهررا الترري تنتجهررا مررن خررلال عرردة 
ذا غالبررا مررا يحررد  فرري مصررانع المنتجررات النفطيررة او مصررانع علررى الاسررواق المختلفررة وهرر

خرردمات نقررل السررلع الغذائيررة مررن عرردة مرروانا ه وتسرراعد ايضررا علررى تخفرريض تكرراليف نقررل 
 المواد من المصانع المعتمدة الى المخازن المتعددة لتلع المنشآت 

 وتجد تلع المشكلات المعروضة في اعلال حي  تساهم البرمجة الخطية في حلها 
 

 )صياغة( نموذج البرمجة الخطية: بناء 1-2

Building (Formulation) of Linear Programming Model       

ان اهميررة اسررلوب البرمجررة الخطيررة تعررود الررى اهميررة المشرراكل الترري يمكررن حلهررا بصررفة عامررة  
ولكرررن لرررريس كرررل مشرررركلة يمكرررن حلهررررا باسرررلوب البرمجررررة الخطيرررة حيرررر  يتطلرررب حررررل المشرررركلة 

 طية ان تتوافر فيها الشرولا الآتية:جة الخمباسلوب البر 
: وهرو الهردف المنشرود والرذي نرغرب فري  Objective Functionتحديد دالة الهدف   1

  Linear Functionتحقيقرت وامكانيرة التعبيرر عرن هرذا الهردف فري صرورة دالرة خطيرة 
 Aوالحصول على قيمة رقميت لت ومحاولة تعظيم هذل القيمة وايجاد النهاية العظمى لها 
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Maximum Point  اذا كررران الهررردف المنشرررود ربحرررا او تقليرررل القيمرررة وايجررراد النهايرررة
اذا كرران الهرردف تكلفرة أي الوصررول الررى ادنررى تكلفررة  A Minimum Pointالصرغرى 

ممكنررة  وتتكررون دالررة الهرردف مررن المتغيرررات امررا المعامررل الخرراص بكررل متغيررر هررو عبررارة 
لهردف او يكرون المعامرل عبرارة عرن تكلفرة عن ربل الوحدة الواحدة في حالة تعظريم دالرة ا
 الوحدة الواحدة في حالة تخفيض دالة الهدف 

أي امكانيرة التعبيرر عرن العلاقرة برين المتغيررات القراريرة  :Constraintsتحديد القيـود   2
وهرري توضررل مررا   Linear constraintsوالامكانيررات المتاحررة فرري صررورة قيررود خطيررة 

د مررن المرروارد المتاحررة المحرردودة بشرركل متراجحررات تحتاجررت كررل وحرردة انترراج مررن كررل مررور 
Linear Inequalities   او معرادلات خطيرةLinear Equations   ه او خلريط منهرا
 وتسمى بالقيود الهيكلية 

اذ يجب ان تكون المتغيررات القراريرة فري  : Non – Negativityشروط عدم السلبية   3
 ير سالبة المشكلة قيد الدراسة متغيرات موجبة او صفرية وغ

 
 ( :  1مثال )

( وترغرررب فررري  3ه 2ه 1احررردى الشرررركات الصرررناعية تقررروم بانتررراج ثلاثرررة انرررواع مرررن المنتجرررات) 
تحديد عدد الوحدات التري يجرب انتاجهرا يوميرا مرن كرل منرتج بحير  تحصرل علرى اكبرر)أعظم( 

 Cة ربل ممكن  يتطلب انتاج الوحدة الواحدة من كل منتج المرور على ثلاثة عمليرات انتاجير

, B , A)  ( المطلروب للوحردة الواحردة لكرل منرتج مرن )والجردول الآتري يبرين الرزمن )بالردقائت
العمليررات المختلفررة وكررذلع الررربل المتحقررت مررن الوحرردة الواحرردة والررزمن الكلرري المترراح للعمليررات 

 الثلاثة 
 والمطلوب صياغة نموذج البرمجة الخطية الذي يحقت اعلى ربل ممكن 

Example (1) 

One of the industrial production of the three types of products (1, 2, 3) 

and want to determine the number of units that must be produced per 

day of each product so that you get the greatest (Maximum) profit 

possible, and requires the production per unit productivity of the three 

operations (A, B, C). The following table shows the time (in minutes) 
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required per unit of each product of different processes, as well as the 

profit derived from the per unit and total time available for the three 

operations. 

 
Total time 
available 

(mint/day) 

The time required per unit of product 

In each production process   
 

Operation 
Prod.3 Prod.2 Prod.1 

420 3 2 2 A 

440 4 0 5 B 

465 0 6 3 C 

 7 4 5 Profit 
Per unit 

 
 Solution  :                                                      الحل:

من المعلومات فري الجردول اعرلال يمكرن صرياغة النمروذج الرياضري المطلروب علرى الشركل 
 الآتي:

 :اولا: المتغيرات القرارية

يتطلب الامر انتاج عردد مرن المنتجرات مرن الانرواع الثلاثرة خرلال الوقرت المتراح للعمليرات  
 )الاولى والثانية والثالثة( من اجل ان نحصل على اقصى ربل 

  X1 = 1ان عدد الوحدات التي سيتم انتاجها من منتج  نفرض
  X2 = 2نفرض ان عدد الوحدات التي سيتم انتاجها من منتج 
  X3 = 3نفرض ان عدد الوحدات التي سيتم انتاجها  من منتج 

 
مرن الممكرن ان تكرون سرالبة وهرذا لا يمكرن منطقيرا حير  ان  X1, X2, X3ان عردد الوحردات 

تم انتاجهررا امررا ان تنررتج برراي مقرردار او ان لا تنررتج نهائيررا فتكررون قيمتهررا عرردد الوحرردات الترري سرري
 صفره يوضل شرلا عدم السلبية وهو:

X1, X2, X3   0 

 ثانيا: القيود: 
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دقيقررررة يوميررررا )لرررريس  420القيررررد الأول )قيررررد العمليررررة الأولررررى( ان اقصررررى زمررررن مترررراح للعمليررررة 
 بالضرورة استغلال كامل الزمن المتاح( 

دقيقرررة بينمرررا  2وحررردة الواحررردة مرررن المنرررتج الاول يحتررراج تصرررنيعها العمليرررة الاولرررى وحيررر  ان ال
دقيقررةه والوحرردة الواحرردة مررن المنررتج الثالرر  يحترراج  2الوحرردة الواحرردة مررن المنررتج الثرراني يحترراج 

 دقائت  وبالتالي يمكن صياغة القيد الأول كما يلي: 3الى 
2X1 + 2 X2 + 3 X3  420 

دقيقرة يوميراه وان  440عملية الثانيرة(: ان اقصرى زمرن متراح للعمليرة الثانيرة القيد الثاني )قيد ال
دقرائته فري حرين الوحردة  5الوحدة الواحدة مرن المنرتج الاول يحتراج تصرنيع فري العمليرة الثانيرة 
(ه امرررا الوحررردة الواحررردة مرررن 0الواحررردة مرررن المنرررتج الثررراني لا يتطلرررب العمليرررة الانتاجيرررة الثانيرررة)

 دقائت لذلع فةن القيد الثاني سيكون كما يلي: 4تحتاج المنتج الثال  ف
5X1 + 4X3  440 

دقيقرة يوميرراه وان  456القيرد الثالر  )قيرد العمليررة الثالثرة( ان اقصرى زمرن مترراح للعمليرة الثانيرة 
دقررائته والوحرردة الواحرردة  3الوحرردة الواحرردة مررن المنررتج الاول يحترراج تصررنيع فرري العمليررة الثالثررة 

دقررائت فرري حررين ان الوحرردة الواحرردة مررن المنررتج الثالرر  لا يتطلررب  6 اني تحترراجمررن المنررتج الثرر
 (  لذلع فةن القيد الثال  سيكون كما يلي:0العملية الانتاجية الثالثة)

3X1+6X2  465 

هررردف صررراحب القررررار فررري هرررذل المشررركلة هرررو تحقيرررت اكبرررر ربرررل ممكرررن  ثالثـــا: دالـــة الهـــدف:
Maximum Profit لشكل الآتي:وتاخذ دالة الهدف ا 

Maximize Z = 5X1 +4X2 +7X3 

يتضرررل ان النمررروذج الرياضررري للمشررركلة يحقرررت جميرررع شررررولا نمررروذج البرمجرررة الخطيرررة وياخرررذ 
 الشكل الآتي:

Maximize Z = 5X1 +4X2 +7X3 

S. t. 

                        2X1 +2X2 +3X3  420 

                        5X1+          4X3  440 

                        3X1+6X2           465 

                    X1, X2, X3 0 
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 :)2(مثال 
 20000اسرررابيع مرررن تررراريخ التسرررمين ولرررديها  8مزرعرررة تقررروم بتسرررمين الررردواجن لتسرررويقها بعرررد 

دجاجرررة  يرغرررب صررراحب القررررار فررري المزرعرررة تحديرررد الكميرررات المطلوبرررة مرررن المرررواد الغذائيرررة 
اسابيع بحي  تكون تكلفة التغذية اقل ما يمكن  مرن الخبررة يتضرل ان  8مين في المختلفة للتس

غررام تقريبرا مرن خلريط مرن المرواد الغذائيرةه وسروف  455متوسط استهلاع الدجاجة يصل الرى 
غرام كوحدة عبوة للمواد الغذائية  ولكي تصل الدجاجة الرى الروزن المحردد لهرا فري  455نعتبر 

جررب ان تتضررمن العناصررر )كالسرريومه بررروتينه اليرراف(  الجرردول الآترري اسررابيع فررةن التغذيررة ي 8
 يعطي كمية العناصر من المواد الغذائية المحددة وتكلفة وحدة العبوة من كل مادة 

 

تكلفة وحردة مرن 
 العبوة

 المواد الغذائية كمية العنصر في وحدة العبوة من المواد الغذائية

 الكالسيوم البروتين الالياف
 الحجر الجيري  0.38 - - 0.04
الحبرروب )قمررله  0.001 0.09 0.02 0.15

 ذرة(
 فول الصويا 0.002 0.50 0.08 0.40

 
 حي  ان الوجبة الغذائية للدجاجة يجب ان تحتوي على:

 %0.8% ولا يقل عن 1.2لا يزيد الكالسيوم فيها عن   1
 %22لا يقل البروتين عن   2

 %5لا تزيد الياف عن   3
 

Example (2) 

Farm is fattening chickens for the purpose of marketing after 8 weeks 

from the date of fattening, and has 20,000 chickens. And he wants the 

farm owner determine the required quantities of various food for fattening 

in 8 weeks so that the cost of feeding less as possible. And the 
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experience is clear that the average consumption of chicken up to 455 

grams almost a mixture of food, and to reach the chicken to the weight 

specified in the 8 weeks should include the elements (calcium, protein, 

fiber). The following table gives the quantity of items from the food and 

the specific unit cost of the package of each article. 

  Types of 

food 

The quantity of the element in the unit 

packaging of food types 
Unit cost of the 

package 
calcium protein fiber 

A limestone 0.38 - - 0.04 

Grains 

(wheat, corn) 
0.001 0.09 0.02 0.15 

Soybean 0.002 0.50 0.08 0.40 

 

Since the meal of the chicken must contain: 

1. The calcium no more than 1.2% and not less than 0.8%. 

2. At least 22% protein. 

3. Not more than 5% of fiber. 

 

 Solution  :ل:                                                ــــــــــــــالح

 X1: نفرض عدد العبوات المطلوبة من الحجر الجيري اولا: المتغيرات القرارية
  X3ومن فول الصويا  X2وعدد العبوات من الحبوب 

فرةن الكميرة المطلوبرة مرن  : بمرا ان الحاجرة تحتراج الرى عبروة واحردة فري المتوسرطهثانيا: القيود
 المواد الغذائية يجب ان تحقت القيد التالي:

X1 + X2 + X3  20000 

 بالنسبة للكالسيوم يجب ان يحقت القيدين
0.38X1+0.001X2+0.002X30.008(X1+X2+X3) 

0.38X1+0.001X2+0.002X30.012(X1+X2+X3) 

 وبالنسبة للبروتين
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0.09X2+0.50X30.22(X1+X2+X3) 
 بة للاليافوبالنس

0.02X2+0.08X30.05(X1+X2+X3) 

 

ـــة الهـــدف: ـــا: دال هررردف صررراحب القررررار فررري هرررذل المشررركلة هرررو تحقيرررت اقرررل كلفرررة ممكنرررة  ثالث
Minimum Cost :وتاخذ دالة الهدف الشكل الآتي 

Min Z = 0.04X1 +0.15X2 +0.40X3 

 
 صيغ نماذج البرمجة الخطية 3- 1

  Forms of Linear programming Models 
ان البرمجررة الخطيررة تعتبررر احرردى نمرراذج البرمجررة الرياضررية الترري تعررالج مسررالة تخصرريص او 
توزيع الموارد او الطاقات المحردودة لتحقيرت هردف معرينه ويعبرر عرن هرذا الهردف بدالرة تسرمى 

( Max(ه وتكرون بنروعين امرا )Zويرمرز لهرا برالرمز )  Objective Functionدالرة الهردف 
( وتراتي عنردما تهردف المنظمرة الرى Minنظمة الى تعظيم الاربراح او )وتاتي عندما تهدف الم

والترري   Constraintsتقليررل التكرراليفه وتخضررع هررذل الدالررة الررى محررددات او شرررولا او قيررود 
هرري عبررارة عررن متباينررات تعبررر عررن المررواد الاوليررةه سرراعات العمررله طاقررات المكررائنه الطاقررة 

كرررذلع قيرررود عررردم السرررلبية والتررري تعبرررر عرررن كرررون جميرررع الكهربائيرررةه الايررردي العاملرررة   الخ(ه و 
متغيرررات النمرروذج الرياضرري عبررارة عررن قرريم موجبررة او صررفرية ولا يمكررن ان تكررون قرريم سررالبةه 

 وياتي نموذج البرمجة الخطية بثلا  صيغ هي:
 الصيغة العامة لنموذج البرمجة الخطية  1-3-1

General Form of Linear Programming Model: 

رنررا الررى نمرروذج البرمجررة الخطيررة الررذي تررم بنرراؤل او تمررت صررياغتت فرري التمررارين الترري تررم لررو نظ
استعراضررها سررابقا والترري تررم بناءهررا اعتمررادا  علررى المشرراكل المبينررة فرري تلررع التمررارين نجررد ان 

ه وان نمروذج البرمجرة الخطيرة بشركل  General Formهذل النماذج جميعها بالصيغة العامة 
 عام يتكون من:

   Variablesالمتغيرات:  :1
 : العلامات: وهي:2
      اصغر او يساوي    Less than or equal 
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      اكبر او يساوي    More than or equal 
               اصغر منLess than 
                 اكبر منMore than    
 Equal= يساوي                 

 Variables Parameters: معاملات المتغيرات: 3
  Objective Function( : Z: دالة الهدف ) 4
  Constraints: القيود  5

  Non- Negative Constraints: قيود عدم السلبية :  6

7  :S.T وتعني :Subject to  استنادا الى )أي ان المنشراة تسرعى الرى تحقيرت الهردف المبرين
 القيود التالية ( استنادا الى الشرولا او Zفي الدالة الخطية )دالة الهدف 

 وعليت تكون الصيغة العامة لنموذج البرمجة الخطية كما يلي:
 الصيغة العامة لنموذج البرمجة الخطية
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ان هذل الصيغة هي الصيغة العامة لنمروذج البرمجرة الخطيرةه ولرو امعنرا النظرر اليهرا نجرد 
 ( متغيرات Xijثوابته وان ) (a, b, c)ان 

 ة لنموذج البرمجة الخطية كما يلي:ويمكن اختصار الصيغة العام
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 الصيغة المختصرة للصيغة العامة لنموذج البرمجة الخطية

Min

or

Max

n

j
jj xcZ 

1

         

 

        

0

.......3,2,1

.......3,2,1

1



 







j
x

i
bxa

mi

nj

n

j
jij

 

 

 الصيغة القانونية لنموذج البرمجة الخطية  1-3-2
Canonical Form of Linear Programming Model: 

لنموذج البرمجة  ان الفرق بين الصيغة القانونية لنموذج البرمجة الخطية والصيغة العامة
 الخطية يتمثل بما يلي:

( Max( في الصيغة العامة لنموذج البرمجة الخطية تكون اما من نوع )Z: دالة الهدف )1
( بينما تكون في الصيغة القانونية لنموذج البرمجة الخطية من نوع Minاو من نوع )

(Max)  فقط 
(ه بينما ه =ه  طية تكون ): علامات القيود في الصيغة العامة لنموذج البرمجة الخ2

 ( فقط تكون في الصيغة القانونية لنموذج البرمجة الخطية اصغر و يساوي )
 اما مكونات نموذج البرمجة الخطية هي نفسها بالصيغتين العامة والقانونية وكما يلي:

 
 الصيغة القانونية لنموذج البرمجة الخطية
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 لبرمجة الخطية كما يلي:ويمكن اختصار الصيغة القانونية لنموذج ا
 الصيغة المختصرة للصيغة القانونية البرمجة الخطية
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وتستخدم الصيغة القانونية في بعض الحالات الخاصة لنماذج البرمجة الخطية اذ يمكن 
 تحويل الصيغة العامة الى الصيغة القانونية باستخدام القواعد التالية:

( Maximized( لدالة الهدف الى تعظيم )Minimizedيمكن تحويل التصغير) -1
 (  -1وبالعكس بضرب دالة الهدف بر )

بضرب طرفي  ≤الى اصغر من او يساوي  ≥يمكن تحويل قيد اكبر من او يساوي  -2
 ( -1المتباينة  بر )

اكبر من والثاني  ≤يمكن تحويل قيد المساواة الى قيدين الاول اصغر من او يساوي  -3
 ( اعلاه.2حويل الثاني بأستخدام القاعدة )ثم ت ≥او يساوي 

( الى قيدين من نوع  اصغر  Absolute Valueيمكن تحويل قيد القيمة المطلقة ) -4
 .     ≤من او يساوي 
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 : الصيغة القياسية لنموذج البرمجة الخطية 3 – 3- 1

Standard Form of Linear Programming Model: 

 

مرررروذج البرمجررررة الخطيررررة والصرررريغة العامررررة لنمرررروذج ان الفرررررق بررررين الصرررريغة القياسررررية لن
 البرمجة الخطية يتمثل بما يلي:

فررري الصررريغة العامرررة لنمررروذج البرمجرررة الخطررري تكرررون امرررا مرررن نررروع  (Z)دالرررة الهررردف  -1
(Max( او مررررن نرررروع )Min هوكررررذلع تكررررون فرررري الصرررريغة القياسررررية لنمرررروذج البرمجررررة)

 الخطية 
(ه بينمرا ه =ه  برمجرة الخطيرة تكرون )علامات القيود فري الصريغة العامرة لنمروذج ال -2

تكرررون فررري الصررريغة القياسرررية لنمررروذج البرمجرررة الخطيرررة يسررراوي )=( فقرررط بعرررد أضرررافة 
( وتكرون  Si≥0غيرر سرالبة ويرمرز لهرا برالرمز)Slack Variables المتغيرات الوهمية 

( عنررردما -S),  ≤( عنررردما تكرررون اشرررارة المتباينرررة  اصرررغر مرررن او يسررراوي S+بشررركل) 
   ولا نضيف شيْ في حالةالمساواة  )=(  ≥شارة المتباينة اكبر من او يساوي تكون ا

 (  bi≥ 0الطرف الايمن للقيود يكون غير سالب )  -3

 وعلى ضوء ذلع تكون الصيغة القياسية لنموذج البرمجة الخطية كما يلي:
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       .    .   .
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 ويمكن اختصار الصيغة القياسية لنموذج البرمجة الخطية كما يلي:
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 الصيغة المختصرة للصيغة القياسية لنموذج البرمجة الخطية
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 ( :3مثال )

 ية ب( الصيغة القياسية؟ حول نموذج البرمجة الخطية الاتي الى: أ( الصيغة القانون

0     X  ,  X                

10   X    _   X          

6    X    _   4X         

3   2X     5X  _       

8   X    _   3X          

 t. S     

42X  Z

21

21

21

21

21

21











 XMin

 

 

 

Example 3:   Transfer the G. L. P model to: A ) Canonical  form?  

B )Standard  form ?   
         

0     X  ,  X                

4  .   .       10   X    _   X          

  3  .   .        6    X    _   4X         

2  .  .        3   2X     5X  _       

1  .  .         8   X    _   3X          

 t. S     

42X  Z

21

21

21

21

21

21











 XMin

 

  Solution  :ل:                                                ــــــــــــــالح

 

   Canonical  form الصيغة القانونية                      ( أ
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( عن طريت ضرب دالة Maximized)ان دالة الهدف يجب ان تكون من نوع   -1
21لتصبل  ( -1الهدف بر ) 42X  Z  XMax 

 
 

القيود : يبقى القيد الاول على ما هو عليت لأن اشارتت اصغر من او يساوي , القيد  -2
لأن اشارتت اكبر من او يساوي , القيد الثال  يتحول الى ( -1بر )الثاني يضرب 
اصغر ( لغرض تحويلت الى -1بر )( ثم نضربت ≥  6( والاخر ) 6ا ) قيدين احدهم

( والاخر  10من او يساوي , القيد الرابع ايضا يتحول الى قيدين  احدهما ) 
اصغر من او يساوي  وبذلع ( لغرض تحويلت الى -1بر )( ثم نضربت ≥  -10)

 ن كما يلي:( قيود, اي ان  نموذج الصيغة القانونية يكو 6يصبل لدينا ستة )

0     X  ,  X                

6  .   .         10   X       X          

5  .   .         10   X       X            

4  .   .       6     X       4X       

 3  .   .          6     X       4X         

2  .  .         3  2X     5X         

1  .  .          8     X       3X          

 t. S     

42X Z 

21

21

21

21

21

21

21

21















 XMax

 

 Standard  formالصيغة القياسية                                   ( ب

 ( وكما موجودة في السؤال  Minتكون دالة الهدف من نوع ) -1
ونحول اشارة لأن اشارتت اصغر من او يساوي  (S1+) القيود : نضيف الى القيد الاول  -2

ونحول اشارة  لأن اشارتت اكبر من او يساوي  (-S2) , القيد الثاني نضيف لت القيد الى)=(  
, القيد الثال  يبقى كما هو لأن اشارتت )=( , القيد الرابع ايضا يتحول الى   القيد الى)=(

( لغرض -1بر )( ثم نضربت ≥  -10والاخر ) (S3+) ( ونضيف لت  10قيدين  احدهما ) 
بل خمسة قيود في الصيغة   وبذلع تص(S4+) اصغر من او يساوي ونضيف لت تحويلت الى 

 القياسية وكما يلي :
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0    s , s , s , s , X  ,  X                  

 

5   . . .    01 s                    X    X              

4   . . .    01       s              X     X               

3   . . .    6                       X     4X             

2   . . .     3          s         2X    X 5            

1   . . .    8               s    X     3X              

 t. S     

4   2X    Z

432121

421

321

21

221

121

21













 XMin
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 عامة تماريناسئلة و  
تنتج إحدى الموسسات الكيمياوية  نوعين من المحاليل الكيمياوية يستدعي مرور كل منها  -1

م إنتاجي بثلاثة أقسام إنتاجية على التوالي لغرض إن تتضمن الوقت اللازم في كل قس
  -وربل منتج كما في الجدول أدنال :

 -احسب كمية الإنتاج الممكنة في كل محلول بحي  تحقت أعلى ربل ممكن :
 الأقسام ألإنتاجية ربل / ساعة

1          2          3 
 نوع المنتج

9 5.4 6 10 A 
7 18 6 5 B 
 الساعات المتاحة 50 36 81 

 لكل قسم 
 

ارة بةنتاج الكراسي والمناضد بحي  إن كل نوع من هذل المنتجات تقوم إحدى مصانع النج -2
تحتاج إلى المواد الأولية التالية , وان كلفة كل منتج تختلف عن الأخرى ومن بيانات 

 الجدول أدنال حدد النموذج الأمثل للإنتاج بحي  تكون التكاليف أقل مايمكن ؟

 
 اد الأوليةنوع المو  الكراسي المناضد الاحتياجات الأسبوعية

12 3 2 I 

25 1 1 II 
 ساعات العمل 5 3 90
 كلفة الوحدة الواحدة 40 3 

 

غرام   علما بان  900مصنع  ينتج منتج معين يتكون من مركبين , وزن هذا المنتج  -3
غرام ومن المركب الثاني كمية  80المصنع يحتاج من المركب الاول كمية لاتزيد عن 

الغرام الواحد من المركب الاول ثلاثة دنانير ومن المركب  غرام  وأن كلفة 60لاتقل عن 
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دنانير  أكتب نموذج برمجة خطية يحدد الوزن الامثل لكل مركب من المركبات  8الثاني 
 ويعطي أدنى التكاليف ؟ 

 

يقوم مصنع بةنتاج الفحم الحجري بمواصفات معينة تقتضي احتوال على ما لايزيد عن  -4
ن الرماد وحسب الجدول ادنال  ويبين وجود ثلاثة أصناف م 4.25من الفسفور و  0.05

من الفحم الحجري ونسب الفسفور والرماد لكل صنف من الاصناف وكذلع الكلف لكل 
منهم   والمطلوب أيجاد نسبة المزيج الأفضل للأصناف الثلاثة من الفحم الحجري بحي  

 تكون كلفتت أقل ما يمكن ؟

    
 الصنف نسبة الفسفور %  د % نسبة الرما الكلفة دينار/طن

20 3 0.08 A 

15 5 0.05 B 
10 4 0.03 C 

  

 

  

Exercises for Linear Programming 

 

1 -  Establishments producing one of the two types of chemical solutions, 

chemical requires the passage of each three sections productivity respectively for 

the purpose that includes the time required in each section and a productive 

profit producer, as in the table below: - 

Calculate the quantity of production in every possible solution to achieving the 

highest (Maximum) possible profit :- 

        

Profit / hour Forums productivity 

 

Product Type 
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1          2          3 

9 5.4 6 10 A 

7 18 6 5 B 

 81 36 50 Hours available 

In each section 

 

2 - one of the factories producing carpentry chairs and tables so that each type of 

these products need to be following raw materials, and that the cost of each 

product is different from the other data in the table below, and select the optimal 

model of production so that costs will be minimum.? 

the weekly needs Desks chairs the type of raw materials 

12 3 2 I 

25 1 1 II 

90 3 5 Working hours 

 3 40 The cost per unit 

 

3- factory produces a product consists of two compounds, the weight of this 

product is 900 grams. Note that the factory needs of the boat the first amount of 

not more than 80 g and the second compound the amount of not less than 60 

grams. And  the cost per gram of the compound first three dinars and compound 

II 8 dinars. Write programming model written The weight optimized for each of 

the compounds and gives a minimum cost ?. 

4- The factory production of coal specifications of certain require being 

overwhelmed what to not exceeding 0.05 phosphorus and 4.25 of ash, according 

to the table below. Shows the existence of three types of coal and percentage 

phosphorus and ash of each item as well as the costs for each of them. And find 

the desired mix ratio is better for the three varieties of coal so that cost as little as 

possible? 
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The cost I.D / ton  ash   % Phosphorus %  Category 

20 3 0.08 A 

15 5 0.05 B 

10 4 0.03 C 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 الفصل الثاني
 نماذج البرمجة الخطيةحل  طرق 
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Solution Methods of Linear Programming Models  

 
 Introductionالمقدمة  2-1

 Graphical Method Theالطريقة البيانية  2-2

 :The Algebraic Methodالطريقة الجبرية  3 -2

 :The Simplex methodالطريقة المبسطة  2-4

 (:Zدالة الهدف ) في حالة تقليل  (LPحل نموذج البرمجة الخطية ) 5 -2

Solution of (L.P) Model with Minimization Objective 

Function  . 

 method The (Big-M)  رى ( الكبآمطريقة )1-5-2 

 Two- Phase Methodالمرحلتين  ذات طريقة  2-5-2

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 الفصل الثاني

 نماذج البرمجة الخطيةطرق حل 
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Solution Methods of Linear Programming Models  

 Introductionالمقدمة  2-1 
يحتررل موضرروع البرمجررة الخطيررة فرري وقتنررا الحاضررر مركررزاى متميررزاى فرري مجررال بحررو  العمليررات 

(Operations Research ه ويعررد مررن المواضرريع الأكثررر شرريوعاى واسررتخداماى للوصررول إلررى)
 ( Optimalityتحقيت الأمثلية )

لبرمجرة الخطيرة فري كونهرا إحردى الوسرائل المهمرة فري دراسرة سرلوع عردد نماذج ا ميةهوتكمن أ 
(ه وكذلع كونها من أبسرط وأسرهل أنرواع النمراذج الرياضرية التري Systemsكبير من الأنظمة )

 تستخدم في معالجة مشاكل البرمجة الصناعية والحكومية الكبرى 
 وتعرف البرمجة الخطيةه على إنها:

ل إلى تحقيت الأمثلية من خلال عدة طررق ممكنرة للمروارد الوصو  رياضي يستهدف أسلوب  1
 المتاحة 

أو هررري أسرررلوب رياضررري يوظرررف لتوزيرررع المررروارد والإمكانرررات المحررردودة )المتاحرررة( ضرررمن   2
 مجموعة من القيود والعوامل الثابتةه وصولاى إلى تحقيت الأمثلية في التوزيع 

الخطيررة مررن قبررل مرردراء المشرراريع  وتاسيسرراى علررى مررا تقرردمه فقررد شرراع اسررتخدام نمرراذج البرمجررة
 والمنشآت الإنتاجيةه بهدف الوصول إلى تحقيت:

 ( مستوى للأرباح Maxأقصى )   أ
 ( مستوى للتكاليف Minأدنى )    ب

 من جانب آخره تم استخدام نماذج البرمجة الخطيةه في المجالات الآتية:
 تخطيط الاستثمارات   1
 تخطيط الإنتاج   2

 تخطيط المخزون   3

  حل مشاكل النقل  4

 حل مشاكل التخصيص   5

 حل نظرية الألعاب   6

 وللوصول إلى حل نماذج البرمجة الخطيةه تم استخدام الطرق الآتية:
  Graphical Methodالطريقة البيانية   1
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  Algebraic Methodالطريقة الجبرية   2

  Simplex Methodالطريقة المبسطة   3

 لنحو الآتي:وفيما يلي شرحاى مفصلاى لكل طريقة من الطرق أعلاله وعلى ا
 Graphical Method Theالطريقة البيانية  2-2   

تعد الطريقة البيانية من الطرق المهمة في حل نمروذج البرمجرة الخطيرةه وتصرلل هرذل الطريقرة 
(ه ولحررل نمرروذج البرمجررة الخطيررة X1 , X2عنرردما يحترروي النمرروذج علررى متغيرررين فقررط همررا )

 بموجبهاه نتبع الخطوات الآتية:
 لنموذج على هيئة خطولا مستقيمة رسم قيود ا  1
 ( بيانياى Feasible Solutionتحديد زوايا منطقة الحل الممكن )  2

 إيجاد قيم زوايا منطقة الحل الممكن   3

 ( Optimal Solution Pointتحديد نقطة الحل الأمثل )  4

 (:1مثال )
 جد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية التاليه باستخدام الطريقة البيانية 

Example 1:  

Find the optimal solution for (LP) model by using graphical method? 

 

Max. Z= 3X1+5X2 

Subject to: 

2X1+3X2  30 

5X1+4X2  60 

X1 , X2  0 

 Solution: 

2X1+3X2= 30 , 2X1+3X2 <30 ( القيد الأول)يهمل    

2X1+3X2 = 30 

If X1=0, 3X2=30, X2=15 P1(0,10) لأولىالنقطة ا  
If X2=0 2X1=30 X1=15 P2(15,0) النقطة الثانية   

5X1+4X2= 60 , 5X1+4X2 < 60 (يهمل) :القيد الثاني 
5X1+4X2= 60 

If X1=0 4X2=60 X2=15 P1(0,15) النقطة الأولى 
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If X2=0 5X1=60 X1=12 P2(12,0) 

 عليت تكون منطقة الحل الممكنه موضحة بالشكل البياني الآتي:
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

السررررررابته يتضررررررل برررررران مررررررن منطقررررررة الحررررررل الممكررررررن محرررررردودة بالنقررررررالا مررررررن الشرررررركل البيرررررراني 
(D,C,B,A:ه إذ إن) 

A= (0,0) , B= (12,0) , C= (0,10) 

 (ه نقوم بتقاطع القيدين )الأول والثاني(ه أي إن:Dولإيجاد إحداثيات النقطة )
(2X1+3X2= 30)………. (1) ( 5نضرب ب)  

(5X1+4X2= 60)………..(2)  (2)نضرب ب  

10X1+15X2= 150……… (3) 

  10X18 X2 =   120….(4) 

7X2= 30 بالطرح 
X2= 4.3 

 (ه نحصل على:1( في المعادلة رقم )X2= 4.3نقوم بتعويض قيمة )
2X1+3(4.3) = 30 

2X1+12.9= 30 
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2X1= 17.1 

X1= 8.6 

D= (8.6, 4.3) 

 ولإيجاد الحل الأمثل للنموذجه نقوم بعمل الجدول الآتي:

 
 عليت فةن الحل الأمثل للنموذجه يكون:

X1 = 0, X2 = 10, Z
*
 = 50  

 

 (:2مثال )
 جد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية التاليه بيانياى:

Example 2: Find the optimal solution for (LP) model using graphical 

method  

Max. Z= 6X1+4X2 

Subject to: 

2X1+2X2  20 

5X1           25 

         5X2  20      

X1 , X2  0 

2X1+2X2= 20   القيد الأول  

If X1=0 , 2X2=20, X2=10 P1(0,10)النقطة الأولى 
If X2=0, 2X1=20 X1=10 P2(10,0) النقطة الثانية   
5X1= 25 , X1=5 P(5,0) :القيد الثاني 
 5X2=20, X2=4 , P (0,4) لثال ا القيد  

 عليت تكون منطقة الحل الممكنه موضحة بالشكل البياني الآتي:
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مررررررن الشرررررركل البيرررررراني السررررررابته يتضررررررل برررررران مررررررن منطقررررررة الحررررررل الممكررررررن محرررررردودة بالنقررررررالا 
(E,D,C,B,A:ه إذ إن) 

A= (0,0) , B= (0,4) , C= (5, 0) 

 ع الآتي:(ه نتبE,Dولإيجاد إحداثيات النقطة )
 (ه من تقاطع القيدين )الأول والثاني(ه أي إن:Dنحصل على النقطة )   أ

2X1+4X2 = 20…….(1) 

3X1     = 15………. (2) 

 (ه نحصل على:1(ه نقوم بتعويضها في المعادلة )X1= 5( نحصل على )2)من المعادلة 
2(5)+4X2 = 20 

4X2= 10 

X2= 2.5 

D= (5,2.5) 

 ع القيدين )الأول والثال (ه أي إن:(ه من تقاطEنحصل على النقطة )    ب

 
2X1+4X2 = 20…….(1) 

         5X2 = 20…….(2) 

 (ه ينتج:1(ه نقوم بتعويضها في المعادلة )X2= 4( نحصل على )2من المعادلة )
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2X1+4(4) = 20 

2X1= 2 

X1= 2 

E= (2,4) 

 ولإيجاد الحل الأمثل للنموذجه نقوم بعمل الجدول الآتي:

 

 لأمثل للنموذجه هو:عليت فةن الحل ا
X1 = 5, X2 = 2.5, Z

*
 = 40 

 (:3مثال )
 جد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية التاليه بيانياى:

Example 3: Find the optimal solution for (LP) model by using 

graphical method  

 

Min. Z= 4X1+3X2 

Subject to: 

2X1+2X2  20 

2X1+5X2  30 

3X2  27 

X1 , X2  0 

 Solution: 

2X1+2X2= 20   القيد الأول  

If X1=0,  X2=10  P1(0,10) 
If X2=0 , 2X1=30 X1=10 P2(10,0)  
2X1+5X2 = 30 القيد الثاني:   

If X1=0  X2=6  P1(0,6) 
If X2=0  X1=15 X1=12 P2(15,0) 

3X2= 27 X2 = 9 P= (0,9) : القيد الثال 
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 بالشكل البياني الآتي: عليت تكون منطقة الحل الممكنه موضحة
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ه C,B,Aمن الشكل البيراني السرابته يتضرل بران مرن منطقرة الحرل الممكرن محردودة بالنقرالا )
 إذ إن:

A= (0,6), B= (0,9) 

 (ه نتبع الآتي:C) ولإيجاد إحداثيات النقطة
 (ه من تقاطع القيدين )الأول والثال (ه أي إن:Cأ نحصل على النقطة )

2X1+2X2 = 20…….(1) 

   3X2  = 27………. (2) 

 (ه ينتج:1(ه نقوم بتعويضها في المعادلة )X2= 9( نحصل على )2من المعادلة )
2X1+ 2(9) = 20 

2X1 = 2 

X1= 1 

C= (1,9) 

 (ه أي إن:من تقاطع القيدين )الأول والثاني (هDب  نحصل على النقطة )

2X1+2X2 = 20…….(1) 
  2X15X2 =  30…… (2) 

-3X2= -10 

X2= 3.3…………….. (3) 

 (ه نحصل على:1( في المعادلة )X2= 3.3نعوض قيمة )
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2X1+ 2(3.3) = 20 

2X1 = 13.4 

X1= 6.7 

D= (6.7, 3.3) 
 ولإيجاد الحل الأمثل للنموذجه نقوم بعمل الجدول الآتي:

 
 نموذجه هو:عليت فةن الحل الأمثل لل

X1 = 0, X2 = 6, Z
*
 = 18 

 

 (:4مثال )
 جد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية التاليه بيانياى: 

Example 4: Find the optimal solution for (LP) model by using 

graphical method  

 

Min. Z=3X1+8X2 

Subject to: 

3X1+5X2  30 

6X1    = 42 

4X1+3X2  36 

X1 , X2  0 

 

 Solution: 

3X1+5X2= 30 : القيد الأول    

If X1=0 ,, X2=6  P1(0,6) 
If X2=0 , X1=10 P2(10,0)  
6X1= 42 , X1= 7 القيد الثاني:   

4X1+3X2= 36 القيد الثال :   

If X1=0  X2=12  P1(0,12) 
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If X2=0  X1=0 X1=9 P2(9,0) 

 :عليت تكون منطقة الحل الممكنه موضحة بالشكل البياني الآتي
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

مررررررررررررررن الشرررررررررررررركل 
 (ه إذ إن:D,C,B,Aالبياني السابته يتضل بان من منطقة الحل الممكن محدودة بالنقالا )

A= (0,6), B= (0,12) 

 (ه نتبع الآتي:D,Cولإيجاد إحداثيات النقالا )
 (ه من تقاطع القيدين )الأول والثاني(ه أي إن:Cأ نحصل على النقطة )

3X1+5X2 = 30…….(1) 

   6X     = 42………. (2) 

 (ه نحصل على:1(ه نقوم بتعويضها في المعادلة )X1= 7( نحصل على )2من المعادلة )
3(7)+ 5X2 = 30 

5X2 = 9 

X2= 1.8 

C= (7,1.8) 

 (ه من تقاطع القيدين )الثاني والثال (ه أي إن:Dب  نحصل على النقطة )
 

6X1 = 42…….(1) 

4X1+3X2 = 36…… (2) 
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3X2= 8 

X2= 2.7…………….. (3) 

D= (7,2.7) 
 ولإيجاد الحل الأمثل للنموذجه نقوم بعمل الجدول الآتي:

 
 عليت فةن الحل الأمثل للنموذجه هو:

X1 = 7 

X2 = 1.8 

Z
*
 = 35.4 

 (:5مثال )
 جد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية التاليه بيانياى:

Example 5: Find the optimal solution for (LP) model by using 

graphical method  

Min. Z= 3X1+2X2 

Subject to: 

4X1+6X2  12 

8X1+4X2  16 

X1 , X2  0 

 Solution: 

4X1+6X2= 12   القيد الأول  

If X1=0,  X2=2 P1(0,2) 

If X2=0 , X1=3  P2( 3,0) 

8X1+4X2= 16 القيد الثاني:    

If X1=0 , X2=4  P1(0,4) 
If X2=0 , X1=2  P2(2,0) 

 الحل الممكنه موضحة بالشكل البياني الآتي: عليت تكون منطقة
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يتضرررل مرررن الشررركل البيررراني السرررابته يتضرررل بررران مرررن منطقرررة الحرررل الممكرررن محررردودة بالنقرررالا 
(C,B,A:إذ إن ) 

A= (3,0), B= (0,4) 

 من خلال تقاطع القيدين )الأول والثاني(ه أي إن:(ه يتم ذلع Cولإيجاد إحداثيات النقالا )
(4X1+6X2 = 12) ( 2نضرب المعادلة ب )  …….(1) 

   8X1+4X2  = 16………. (2) 

8X1+ 12X2 = 24 
  8X14X2 =  16 

8X2= 8 بالطرح 
X2= 1…………… (3)  

 (ه نحصل على:1( في إحدى المعادلتينه ولتكن معادلة )X2= 1نعوض قيمة )
4X1+6(1) = 12 

4X1= 6 

X1= 1.5 

C= (1.5, 1) 
 ولإيجاد الحل الأمثل للنموذجه نقوم بعمل الجدول الآتي:
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 يكون الحل الأمثل كالآتيهعليت 

X1 = 1 5, X2 = 1, Z
*
 = 6.5 

 

 :The Algebraic Methodالطريقة الجبرية  3 -2
الجبررري للقررم  تعررد الطريقررة الجبريررة مررن الطرررق الرياضررية البحتررة الترري تعتمررد أسررلوب التعررويض

المتوقعررة للمتغيرررات الداخلررة فرري النمرروذج الرياضرري وفقرراى إلررى عرردد الطرررق الممكنررة لهررذل القرريمه 
 ( X1, X2)  وتستخدم هذل الطريقة عندما يحتوي النموذج على متغيرين فقط هما

 ولحل نموذج البرمجة الخطية بموجبهاه نتبع الخطوات الآتية:
 إلى نوعين هما: تقسيم متغيرات النموذج الرياضيه  1
 (:Basic Variablesالمتغيرات الأساسية )   أ

اكبررر مررن وهرري تلررع المتغيرررات الترري لهررا دور مهررم فرري المشرركلةه وتكررون قرريم هررذل المتغيرررات )
 ( Xj>0, Si>0لصفر( دائماىه أي إن )ا
 (: Non- Basic Variablesالمتغيرات غير الأساسية )    ب

المشررركلةه وتكرررون قررريم هرررذل المتغيررررات )مسررراوية وهررري تلرررع المتغيررررات التررري لهرررا دور مهرررم فررري 
 (   Xj=0, Si=0للصفر( دائماىه أي إن )

( إلرررى الصررريغة Canonical Formتحويرررل النمررروذج الرياضررري مرررن الصررريغة القانونيرررة )  2
(ه وذلرررع باسرررتخدام المتغيررررات الراكررردة Standard Formالمسرررتقرة )الصررريغة القياسرررية( )

(Slack Variables في دالة الهدف و ):قيود النموذجه وكآلاتي 
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عمل جدول يتضمن المتغيرات الأساسية والمتغيرات غير الأساسريةه لغررض الوصرول إلرى   3
 الحل الأمثل للمشكلة بموجب الطريقة الجبرية 

 (:6مثال )
 جد الحل الأمثل للنموذج التاليه باستخدام الطريقة الجبرية:

Example 6: Find the optimal solution for following (L.P) model using 

Algebraic method? 

 

Max. Z= 3X1+5X2 

Subject to: 

2X1+3X2  30 

5X1+4X2  60 

X1 , X2  0 

Solution: 

نقوم بتحويل النموذج الرياضي السابت من الصريغة القانونيرة إلرى الصريغة القياسريةه وعلرى   1
 النحو الآتي:

Max. Z= 3X1+5X2 + 0S1+ 0S2 

Sub. to: 

 2X1+3X2 +S1= 30 

5X1+4X2+ S2 =60 

X1 , X2  0, S1, S2 0 

( متغيررررراته وفقرررراى للصرررريغة 4( متغيرررررين مررررن )2تحديررررد عرررردد الحررررالات الممكنررررة لاختيررررار )  2
 الآتية:
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 للوصول إلى الحل الأمثل للمشكلة باستخدام الطريقة الجبريةه نعمل الجدول الآتي:  3

 
 كون:الحل الأمثل للمشكلةه ي

X1 =  0 

X2 = 10 

Z
*
 = 50 

 (:7مثال )
 لنموذج البرمجة الخطية التاليه جبرياى:جد الحل الأمثل 

 Example 7:  Find the optimal solution for following (L.P) model 

using Algebraic method? 

 

 Max. Z= 30X1+18X2 

Subject to: 

X1+2X2  200 

3X1+2X2  300 

X1 100 

X1 , X2  0 

 

 Solution: 



 50 

Max. Z= 30X1+18X2 + 0S1+ 0S2+ S3 

Subject to: 

X1+2X2+ S1 = 200 

3X1+2X2 + S2 = 60 

X1              + S3 = 100  

X1 , X2  0, S1, S2, S3  0 

 نقوم بتحديد عدد الحالات الممكنةه وفقاى للصيغة الآتية:

10
!3)1(2

)!3)(4(5

!3!2

!5

)!(!

! 5

2 


 C
rnr

n
C n

r  

 ي:أي إن عدد الحالات العشرةه ه
X1X2, X1S1, X1S2, X1S3, X2S1, X2S2, X2S3, S1S2, S1S3, S2S3 

 وللوصول إلى الحل الأمثل للمشكلة جبرياىه نعمل الجدول الآتي:

 
 عليت يكون الحل الأمثل للمشكلةه كالآتي:

X1 = 100, X2 = 0, Z
*
 = 3000 

 

 (:8مثال )
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 :جد الحل الأمثل للنموذج التاليه باستخدام الطريقة الجبرية
 Example 8: Find the optimal solution for following (L.P) model using 

Algebraic method? 

 

Min. Z= 3X1+2X2 

Subject to: 

4X1+6X2  12 

8X1+4X2  16 

X1 , X2  0 

 Solution: 

نقوم بتحويل النموذج الرياضي أعلال من الصيغة القانونية إلى الصيغة القياسيةه وعلرى النحرو 
 تي:الآ

Min. Z= 3X1+2X2 – 0S1-0S2 

Subject to: 

4X1+6X2 –S1 = 12 

8X1+4X2 –S2 = 16 

X1 , X2  0, S1, S2  0 

 الجدول الآتي: للوصول إلى الحل الأمثل للمشكلةه نعم

 
 الحل الأمثل للنموذجه يكون:

X1 = 1.5, X2 = 1, Z
*
 = 6.5 

 
 



 52 

 :The Simplex methodالطريقة المبسطة  2-4 
 النموذج  في حالة دالة الهدف من نوع تعظيم حل    

Solution of (L.P) Model with Maximization Objective Function. 
تعررررد الطريقررررة المبسررررطة )طريقررررة السررررمبلكس( أسررررلوب رياضرررري متقرررردم فرررري حررررل مشرررراكل 

(  كونهرررا تعررالج المشرراكل التررري تحترروي علررى عررردد كبيررر مررن المتغيررررات LPالبرمجررة الخطيررة )
ن فرررراكثر(ه كمررررا وتعررررد هررررذل الطريقررررة أفضررررل وأدق مررررن الطررررريقتين السررررابقتين  الطريقررررة )متغيرررري

 البيانية والطريقة الجبرية[ 
(ه تعرررود إلرررى Simplex methodإن البررردايات التاريخيرررة لتطبيرررت الطريقرررة المبسرررطة )

ه عنررردما تبرررين لرررت عجرررز كرررل مرررن 1947( عرررام Dantzigالجهرررود المبذولرررة مرررن قبرررل العرررالم )
(ه عنرردما تحترروي LPلبيانيررة والطريقررة الجبريررة فرري معالجررة مشرراكل البرمجررة الخطيررة )الطريقررة ا

 على أكثر من متغيرين 
( فري وقتنرا LPلقد شاع استخدام الطريقة المبسطة في معالجة مشاكل البرمجة الخطية )
( Soft waresالحاضررره نتيجررة انتشررار الحاسرربات الالكترونيررة وتطررور البرمجيررات الجرراهزة )

 لقة بهذا النوع من المشاكل المتع
(ه بموجرررب هرررذل الطريقرررة وفقررراى إلرررى ثرررلا  LPيرررتم إيجررراد حرررل نمررراذج البرمجرررة الخطيرررة )

 مراحل أساسية ومتسلسلةه يمكن وصفهاه على النحو الآتي:
 ( Feasible Solutionالمرحلة الأولى: إيجاد الحل الأساسي الممكن )الحل الأولي( )  1
 ( Best Solutionالأولي للحصول على الحل الأفضل ) المرحلة الثانية: تحسين الحل  2

 Optimalالمرحلررررة الثالثررررة: تحسررررين الحررررل الأفضررررل للحصررررول علررررى الحررررل الأمثررررل )  3

Solution ه وقد يتم ذلع بمرحلة واحدة أو عدة مراحل) 

( دالررررة Maximizationأولاى: خطرررروات الحررررل بموجررررب الطريقررررة المبسررررطة فرررري حالررررة تعظرررريم )
 (:Zالهدف )
(ه بموجرررررب طريقرررررة السرررررمبلكسه نتبرررررع LPالحرررررل الأمثرررررل لنمررررروذج البرمجرررررة الخطيرررررة ) لإيجررررراد

 الخطوات الآتية:
( مرررررررررررررررررررررن الصررررررررررررررررررررريغة القانونيرررررررررررررررررررررة                  LPتحويرررررررررررررررررررررل نمررررررررررررررررررررروذج البرمجرررررررررررررررررررررة الخطيرررررررررررررررررررررة )  1

(Canonical Form( إلررررى الصرررريغة القياسررررية )Standard Form ه بعررررد إضررررافة)
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( وقيررود النمرروذجه مررع مراعرراة Zدالررة الهرردف )المتغيرررات الفائضررة أو الراكرردة إلررى كررل مررن 
 ( مساوية )للصفر( Zجعل دالة الهدف )

(ه بالاعتمرراد علررى جميررع Feasible Solutionتصررميم جرردول الحررل الأساسرري الممكررن )  2
 ( Z( في قيود النموذجه ودالة الهدف )Xj ,Siمعاملات المتغيرات )

س اكبر قيمة بةشرارة سرالبة فري (ه على أساEntering Variableتحديد المتغير الداخل )  3
 ( Zصف دالة الهدف )

(ه عن طريت قسمة القيم الواقعرة فري الجهرة Leaving Variableتحديد المتغير الخارج )  4
(ه علرررى مرررا يقابلهرررا مرررن قررريم المعررراملات فررري العمرررود المحررروري R.H.Sاليمنرررى فررري عمرررود )

(Pivot Columnوالمتغيرر الرذي يقابرل أقرل قيمرة موجبرة مرن خروارج )  القسرمة فري عمرود
 ( يعد هو المتغير الخارجه ليحل محلت المتغير الداخل Ratioالنسبة )

 ( Pivot Columnالعمود الذي يوجد فيت المتغير الداخله يسمى بالعمود المحوري )  5

 ( Pivot Rowالصف الذي يوجد فيت المتغير الخارجه يسمى بالصف المحوري )  6

وأمرام المتغيرر الخرارج يسرمى بالعنصرر المحروري  العنصر الذي يقع تحت المتغير الرداخله  7
(Pivot Column بمعنررى أخررر  هررو العنصررر النرراتج مررن تقرراطع عمررود المتغيررر الررداخل )

 مع صف المتغير الخارج[ 

( مرن خرلال قسرمة القريم فري Pivot Equationيمكرن الحصرول علرى المعادلرة المحوريرة )  8
 ( Pivot Elementصف المتغير الخارج على العنصر المحوري)

 (ه والحصررول علررى الحررل الأفضررلFeasible Solutionلغرررض تحسررين الحررل الممكررن )  9

(Best Solution:نتبع الآتي ) 

 (ه كالآتي:New Zإيجاد معاملات دالة الهدف الجديدة )   أ
معامررل المتغيرررر الررداخل فرري صرررف دالررة الهررردف    -(Z( الجديرردة= معررراملات )Zمعرراملات )

 المعادلة المحورية 

 (ه كالآتي:Siاملات القيود الجديدة للمتغيرات )إيجاد مع    ب

(   Siمعامررل المتغيررر الررداخل فرري صررف ) -( القديمررةSi( الجديرردة= معرراملات )Siمعرراملات )
 المعادلة المحورية 
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( لمشرررررركلة التعظرررررريم Optimal Solutionيمكررررررن الحصررررررول علررررررى الحررررررل الأمثررررررل )  10
(Maximization( ه وذلررع عنررردما تكرررون جميررع معررراملات)Cj ة الهرردف الجديررردة فررري دالررر

(ه أمرا إذا كانررت قيمرة واحرردة Cj  0جردول الحرله أكبررر مرن أو تسرراوي الصرفره أي إن )
(ه فهررذا  Cj < 0( فرري دالررة الهرردف )سررالبة(ه أي إن )Cjعلررى الأقررل لأحررد المعرراملات )

 يعني عدم التوصل إلى الحل الأمثل      
ول علررى جميرررع معررراملات ( حتررى يرررتم الحصررر10-3يعرراد إجرررراء الخطرروات السرررابقة مرررن )  11
(Cj( فرري دالررة الهرردف )Z( ه اكبررر مررن أو تسرراوي الصررفر أي إن)Cj  0 ه ممررا يعنرري)

 ذلعه تم الحصول على الحل الأمثل للمشكلة 

ــة )9مثــال ) ( التــاليب باســتخدام الطريقــة LP(: جــد الحــل الأمثــل لنمــوذج البرمجــة الخطي
 (:Simplex methodالمبسطة )

Example 9: Find the optimal solution for (L.P) model using Simplex 

Method? 

)Max. Z= 30X1+ 18X2  

S.t. : 

    X1+2X2  200 

  3X1+2X2  300 

    X1              150 

     X1, X2  0 

Solution: 

 ( السابته إلى الصيغة القياسيةه وكالآتي:L.Pتحويل نموذج البرمجة الخطية )  1

 
Max. Z- 30X1 -18X2- oS1- 0S2- 0S3= 0 

S.t. : 

                 X1+2X2+S1              = 200 

               3X1+2X2+     S2       = 300 

                 X1+                   S3= 150 

X1, X2, S1, S2, S3  0 

 

 Table 1   تصميم جدول الحل الأوليه على النحو الآتي:  2
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( فرري صررف دالررة 30(ه كونررت يقابررل أكبررر قيمررة بةشررارة سررالبة )X1خل هررو )إن المتغيررر الرردا  3
 ( Zالهدف )

( فررري عمرررود النسررربة 100(ه كونرررت يقابرررل أقرررل قيمرررة موجبرررة )S2إن المتغيرررر الخرررارج هرررو )  4
(Ratio ) 

 ( Ratio( في عمود النسبة )∞( أو غير المعرفة )-ملاحظة: تهمل القيم السالبة )
(ه والتررري يمكرررن الحصرررول عليهرررا مرررن تقررراطع العمرررود 3ة )إن العنصرررر المحررروري هرررو القيمررر  5

 المحوري مع الصف المحوري 

(ه مرررن خرررلال قسرررمة قررريم Pivot Equationيمكرررن الحصرررول علرررى المعادلرررة المحوريرررة )  6
 (ه أي إن:3الصف المحوري على العنصر المحوري )

Pivot equation= 








3

300
,

3

1
,

3

0
,

3

2
,

3

3
 

= 







100,0,

3

1
,0,

3

2
,1  

(ه S3,  S1( والمتغيرررين )Zلحصررول علررى القرريم الجديرردة لكررل مررن دالررة الهرردف )يمكررن ا   7
 على النحو الآتي:

New (Z)= -30, -18, 0,0,0,0- (-30)* 







100,0,

3

1
,0,

3

2
,1   
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= -30, -18, 0,0,0,0 + 30,20,0,10,3000 

= 0,2,0,10,0,3000 

New (S1) = 1,2,1,0,0,200 - (1)* 







100,

3

1
,0,

3

2
,1   

= 






 
100,0,

3

1
,1,

3

4
,0  

New (S3) =  1,0,0,0,1,150 - (1)*  







100,

3

1
,0,

3

2
,1  

= 






 
 50,1,

3

1
,0,

3

2
,0  

 نقوم بوضع النتائج السابقة في جدول حل ثانيه وعلى النحو الآتي:

Table 2 

 
ي أكبرررر ( فررري الجررردول أعرررلاله هرررZ( دالرررة الهررردف الجديررردة )Cjبمرررا إن جميرررع معررراملات )  8

 (ه عليت فةن الحل الأمثل للمشكلةه يكون:Cj  0وتساوي الصفره أي إن )

X1 = 100, X2 = 0, Z
*
 = 3000  

 الاستنتاج:
( وحرردة مررن 100مررن النتررائج أعررلاله يتضررل برران إدارة المنشرراة الإنتاجيررةه سررتتخذ قررراراى بةنترراج )

لهررا أقصررى الأربرراح بلغررت  (ه وبمررا يحقررتX2(ه وعرردم إنترراج أي وحرردة مررن المنررتج )X1المنررتج )
 ( ثلاثة ألاف دينار 3000)
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ـــال ) ( التررراليه باسرررتخدام الطريقرررة L.P: جرررد الحرررل الأمثرررل لنمررروذج البرمجرررة الخطيرررة )(10مث
 المبسطة:

Example 10: Find the optimal solution for (L.P) model using Simplex 

Method? 

Max. Z= 3X1+5X2 

S. t. : 

               2X1+3X2  30 

              5X1+4X2    60 

                X1, X2  0 

Solution: 

 تحويل نموذج الخطة البرمجة الخطية السابته إلى الصيغة القياسيةه أي إن:  1
Max. Z- 3X1-5X2+0S1+0S2= 0 

S.t. : 

              2X1+3X2+  S1       = 30 

              5X1+4X2+        S2 = 60 

        X1, X2, S1, S2  0 

 تصميم جدول الحل الأوليه على النحو الآتي:  2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Table 1 



 58 

 
 
( فري صرف دالرة الهردف 5(ه كونت يقابل أكبر قيمة بةشارة سالبة )X2المتغير الداخل هو )  3

(Z ) 

 ( Ratio( في عمود النسبة )10(ه كونت يقابل أقل قيمة موجبة )S1المتغير الخارج هو )  4

 ( 3لمحوري هو القيمة )العنصر ا  5

 (ه كالآتي:Pivot Equationيمكن الحصول على المعادلة المحور )  6

Pivot Equation = 
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= 







10,0,

3

1
,1,

3

2
 

 ( الجديدتينه كالآتي:S2( و )Zيمكن الحصول على قيم )  7

New (Z)= -3, -5,0,0,0- (-5)* 







10,0,

3

1
,1,

3

2
  

= -3, -5, 0,0,0 + 







50,0,5,

3
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= 
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3

5
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1
 

New (S2) = 5,4,0,1,60 -4* 
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3

1
,1,

3

2
 

= -3,-5,0,0,0 + 







50,0,

3

5
,5,
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= 







50,0,

3

5
,0,

3

1
 

New (S2) =  5,4,0,1,60 - 4*  







10,0,

3

1
,1,

3

2
 

5,4,0,1,60 - 







40,0,

3

4
,4,

3

8
 

= 






 
20,1,

3

4
,0,

3

7
 

 نقوم بوضع النتائج أعلال في جدول حل ثانيه وعلى النحو الآتي:
Table 2 

 
 
( فرررري الجرررردول أعررررلاله هرررري أكبررررر مررررن Zبمررررا إن جميررررع معرررراملات دالررررة الهرررردف الجديرررردة )  8

 (ه عليت فةن الحل الأمثل للمشكلةه يكون:Cj  0وتساوي الصفره أي إن )

X1 = 0, X2 = 10, Z
*
 = 50  

 الاستنتاج:
( وحرردات مررن 10ائج أعررلاله برران إدارة المنشرراة الإنتاجيررةه سررتتخذ قررراراى بةنترراج )يتضررل مررن النترر
(  وبمررررا يحقررررت للمنشرررراة X1(ه وعرررردم إنترررراج أي وحرررردة مررررن المنررررتج الأول )X2المنررررتج الثرررراني )

 ( دينار 50أقصى الأرباح بلغت )
ريقررررة ( الترررراليه باسررررتخدام الطLPجررررد الحررررل الأمثررررل لنمرررروذج البرمجررررة الخطيررررة ) (:11مثــــال )
 المبسطة:

Example 11: Find the optimal solution for (L.P) model using Simplex 

Method? 
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Max. Z= 6X1+8X2+2X3 

S. t. : 

   X1+  X2           2 

   X1+       3 X3   6 

            X2           1 

X1, X2 , X3  0 

Solution: 

 بته إلى الصيغة القياسيةه أي إن:تحويل نموذج الخطة البرمجة الخطية السا  1
Max. Z- 6X1-8X2- 2X3+0S1+0S2+0S3= 0 

S.t. : 

        X1+X2+           S1               = 2 

       X1+       3X3+          S2        = 6 

              X2+                         S3  = 1 

X1, X2, X3, S1, S2, S3  0 

 Tab 1    حل الأوليه على النحو الآتي:تصميم جدول ال  2

 
( فري صرف دالرة الهردف 8(ه كونت يقابل أكبر قيمة بةشارة سرالبة )X2المتغير الداخل هو )  3

(Z ) 

 ( Ratio( في عمود النسبة )1 (ه كونت يقابل أقل قيمة موجبة )S3المتغير الخارج هو )  4

 

 ( 1 العنصر المحوري هو القيمة )  5

 (ه كالآتي:Pivot Equationادلة المحور )يمكن الحصول على المع  6
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Pivot Equation = 








1

1
,

1

1
,

1

0
,

1

0
,

1

0
,

1

1
,

1

0
 

=  1,1,0,0,0,1,0  

 ( الجديدةه كالآتي:S2, S1( و )Zيمكن الحصول على قيم )  7

New (Z)= -6, -8,-2,0,0,0,0- (-8)* 0,1,0,0,0,1,1  

= -6, -8,-2,0,0,0,0 + 0,8,0,0,0,8,8 

= -6,0,-2,0,0,8,8 

New (S1) = 1,1,0,1,0,0,2 -(1)* 0,1,0,0,0,0,1,1   

= 1,0,0,1,0,-1,1   

New (S2) = Old (S2) 

= 1,0,3,0,1,0,6  

 

  Table 2 نقوم بوضع النتائج أعلال في جدول حل ثانيه وعلى النحو الآتي:

 
ه أي إن ( فررررري صرررررف دالرررررة الهررررردف الجديررررردة سرررررالبةCjبمرررررا إن بعرررررض قررررريم المعررررراملات )  8

(Cj<0( ه عليت نقوم بةعادة نفس الخطوات السابقة من)ه وكالآتي:7-3) 
 ( X1المتغير الداخل هو )   أ
 ( S1المتغير الخارج هو )    ب

 ( 1ج  العنصر المحوري هو القيمة )
 د  المعادلة المحورية هي: 

Pivot Equation =  1,1,0,1,0,0,1   
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 (ه كالآتي:X2, S2( و )Zهر  يتم إيجاد القيم الجديدة لكل من )
New (Z)= -6, 0,-2,0,0,8,8- (-6)* 1,0,0,1,0,-1,1  

= -6, 0,-2,0,0,8,8 + 6,0,0,6,0,-6,6 

= 0,0,-2,6,0,2,14 

New (S2) = 1,0,3,0,1,0,6 -(1)* 1,0,0,1,0,-1,1,   

= 0,0,3,-1,1,1,5   

New (X2) = Old (X2) 

= 0,1,0,0,0,1,1  

   Table   3 ضع النتائج أعلاله في جدول ثال ه وعلى النحو الآتي:نقوم بو 

 
 

و  من نتائج الجدول السابته يتضل بانت لم يتم الوصول إلى الحل الأمثله نظرراى لوجرود 
(ه عليت سيتم إعادة نفرس Cj < 0(ه أي إن )Z( في صف دالة الهدف )2- قيمة سالبة )

 الخطواته وكالآتي:
 ( X3المتغير الداخل هو )  المتغير الداخل 1

 ( S2المتغير الخارج هو )  2

 ( 3العنصر المحوري هو )  3

 المعادلة المحورية:  4

Pivot Equation = 
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= 
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1
,1,0,0  

 (ه كالآتي:X2 , X1(و )Zيتم إيجاد القيم الجديدة لكل من )  5

New (Z)= -0, 0,-2,6,0,2,14- (-2)* 
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= -0, 0,-2,6,0,2,14 + 
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,2,0,0   
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3
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3

2
,

3

16
,0,0,0  

=New (X1) = Old (X1)    

= ,10,0,1,0,-1,1   

New (X2) = Old (X2) 

      = 0,1,0,0,0,1,1 

 نقوم بوضع النتائج السابقةه في جدول رابعه وعلى النحو الآتي:

Tab.  4 

 
( موجبررة وتسرراوي )صررفر(ه أي Z( فرري صررف دالررة الهرردف )Cjالمعرراملات )بمررا إن جميررع   6

 (ه عليت فةن الحل الأمثل للمشكلةه يكون:Cj  0إن )

X1 = 1, X2 = 1, X3 = 
3

5
 Z

*
 = 

3

52
 = 17.33 

 الاستنتاج: 
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نشررراة الإنتاجيرررةه سرررتتخذ قرررراراى يتضرررل مرررن النترررائج النهائيرررة للحرررل الأمثرررله يتضرررل بررران إدارة الم
نتررراج )X1( وحررردات واحررردة مرررن النررروع )1بةنتررراج ) (ه X2(  وحررردة  واحررردة  مرررن النررروع )1 (ه وا 

نترراج تقريبرراى )  =1.7وا 
3

5
( 17.33(ه وبمررا يحقررت لهررا أقصررى الأربرراح بلغررت )X3( مررن النرروع )

 دينار أردني 
 
 :تقليل (Zدالة الهدف ) ( في حالةLPحل نموذج البرمجة الخطية ) 5 -2   
 

  Solution of (L.P) Model with Minimization Objective 

Function  . 

 

(ه Simplex Method( بموجررب الطريقررة المبسررطة )LPإن حررل نمرروذج البرمجررة الخطيررة )
(ه أي عندما تكون جميع علامات القيرود بصريغة أكبرر Z( دالة الهدف )Minفي حالة تقليل )

(ه أو تكررون علامررات القيررود بصرريغة  المسرراواة )=(ه أو أكبررر مررن أو تسرراوي و تسرراوي )مررن أ
(:في حالات خاصة جداىه يتم بواسطة أحد الأسلوبيين الآتيين ]) 
   method (Big-M)( الكبيرة Mطريقة )  1
 (   Two- phase) methodطريقة المرحلتين   2

 :method The (Big-M) آم( الكبرى طريقة )1-5-2 
( إلررى Artificial Variablesوي فكررة هرذل الطريقرة علرى إضرافة متغيررات اصرطناعية )تنطر

( فري LP( إلرى قيرود نمروذج البرمجرة الخطيرة )Slack Variablesجانرب المتغيررات الراكردة )
  عندما تكون علامات القيود مكتوبرة بصريغة  المسراواة )=(  (Minimization)حالة التقليل 

لرى دالرة الهردف )أو أكبر مرن أو تسراوي ) (ه علرى أن تقتررن المتغيررات الاصرطناعية Z([  وا 
( إشررارة M(ه وتحمررل هررذل المعرراملات )M( بمعرراملات كبيرررة جررداى ترردعى )Zفرري دالررة الهرردف )

شرررارة سرررالبة فررري حالرررة  (Minimization)( فررري حالرررة التقليرررل Zموجبرررة فررري دالرررة الهررردف ) وا 
  (Maximization)التعظيم 

 ( الكبيرة:Mريقة )خطوات الحل بموجب ط
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( مررن الصرريغة القانونيررة إلررى الصرريغة القياسرريةه بعررد LP  تحويررل نمرروذج البرمجررة الخطيررة )1
( إلرررى قيرررود النمررروذج ودالرررة الهررردف  بعرررد ذلرررع يتطلرررب إضرررافة Siإضرررافة المتغيررررات الراكررردة )
 ( إلى القيود ودالة الهدف أيضاى  Riالمتغيرات الاصطناعية )

(ه مررع مراعرراة جعررل الدالررة Si(و )Xj(ه بدلالررة المتغيرررات )Zيرردة )  صررياغة دالررة الهرردف جد2
 ( فقط Mمساوية إلى قيمة )

 , Ri ,Si  تصميم جدول الحل الأساسي الممكنه اعتماداى على جميع معراملات المتغيررات )3

Xj ( الموجودة في قيود النموذج ودالة الهدف )Z ) 
 ( Zموجبة في صف دالة الهدف )  تحديد المتغير الداخله على أساس اكبر قيمة 4
ه وذلرع عنردما (Minimization)  اعتماد بقية الخطوات السابقة والواردة في حالة التعظريم 5

( دالة الهدف الجديدة فري جردول الحرله أقرل أو تسراوي الصرفره أي Cjتكون جميع معاملات )
 (ه مما يعني تم الحصول على الحل الأمثل Cj < 0إن )

 (:12مثال )
 ( الكبيرة:( التاليه باستخدام طريقة )LPل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية )جد الح

Example (12): Find the optimal solution for (L.P)Model using 

(Big.M)Method?. 

   Min.   Z = 2X1+X2 

S. t. : 

  X1+3X2     30 

4X1+2X2     40 

X1, X2  0 

Solution: 

 من الصيغة القانونية إلى الصيغة القياسيةه كالآتي:  تحويل النموذج الرياضي 1   أ
Min.  Z = 2X1+X2 + 0S1 + 0S2 

S. t. : 

       X1+3X2 – S1        = 30 

     4X1+2X2      – S2 = 40 

X1, X2 , S1 , S2  0 

- = S2= -40, S1( ظهررت سرالبة وهري )S2( و )S1يتضرل مرن القيردين السرابقين بران قريم )

(ه ولمعالجرة هرذا الموضروع يرتم ذلرع S1 , S2  0ع ذلرع مرع عردم السرلبية )ه ممرا يتقراط(30
 ( Zبةضافة لمتغيرات الاصطناعية للقيود ودالة الهدف )
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(ه وعلررررى النحررررو Z( لقيررررود النمرررروذج ودالررررة الهرررردف )Riإضررررافة المتغيرررررات الاصررررطناعية )  3
 الآتي:

Min. Z = 2X1+X2 + 0S1 + 0S2 + MR1 + MR2 

S. t. : 

      X1+3X2 – S1           + R1      = 30 ………….. (1) 

    4X1+2X2        – S2         + R2= 40 …………. (2) 

X1, X2 , S1 , S2 , R1 , R2 0 

M: Is Very Big 

 ( فقطه وكالآتي:Si( و )Xj( بدلالة المتغيرات )Zصياغة دالة الهدف )   أ

 ذن إن:(ه إR2( و )R1( نحصل على كل من )2( و )1من المعادلتين )
R1 = 30 – X1 – 3X2 + S1  

R2 = 40 – 4X1 – 2X2 + S2  

 
 (ه ينتج:Z(        في دالة الهدف )3( الواردة بالعلاقة )R2( و )R1نعوض قيم )

Z= 2 X1 + X2 + M (30- X1 – 3X2 – S1 ) + M (40 – 4X1- 2X2 +        S2) 

Z = 2X1 + X2 + 30M – MX1 – 3MX2 – S1 + 40M - 4MX1 –                
2MX2 + MS2 

Z = ( 2- 5M) X1 + (1-5M) X2 + MS – MS2 + 70M 

Z – ( 2- 5M) X1 + (1-5M) X2 + MS – MS2 = 70M 

 ج  تصميم جدول الحل الأساسي الممكنه وكالآتي:

 

 

 

 

 

Table 1 

(3                    ) 
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ه فرري صررف دالررة (5M +1-)ه لكونررت يقابررل اكبررر قيمررة موجبررة X2)د  المتغيررر الررداخل هررو )

 ( M= 100(ه بد اقتراض قيمة )Zدف )اله
( فرررري عمررررود النسرررربة 10(ه لكونررررت يقابررررل اصررررغر قيمررررة موجبررررة )R1هرررر  المتغيررررر الخررررارج هررررو )

(Ratio ) 
 ( 3 و  العنصر المحوري هو )

 (ه كالآتي:Pivot Equationز  عليت تكون المعادلة المحورية )

Pivot Equation = 
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 ( الجديتينه على النحو الآتي:R2( و )Zح  نقوم بةيجاد قيمة )
New (Z) = (-2 + 5M, -1 + 5M, -M.0.0.70 M) – (-1+5M) * 
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New (R2) = 4, 2,0,-1,0,1,40 - 2 * 
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 نقوم بوضع النتائج أعلال في جدول ثانيه وعلى النحو الآتي:
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Table 2 

 

 

(ه لكونرت يقابرل أكبرر قيمرة موجبرة X1المتغير الداخل هو )   أ
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 ( Zدالة الهدف )
 ( Ratio( في عمود النسبة )6(ه لكونت يقابل أقل قيمة موجبة )R2المتغير الخارج هو )   ب

محوري هو ج  العنصر ال
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 د  عليت تكون المعادلة المحوريةه على النحو الآتي:
 

Pivot Equation = 






 

3/10

20
,

3/10

1
,

3/10

3/2
,

3/10

1
,

3/10

3/2
,

3/10

0
,

3/10

3/10
 

= 






 
6,

10

3
,

5

1
,

10

3
,

5

1
,0,1  

 ( الجديدتينه كالآتي:X2( و )Zهر  نقوم بةيجاد قيمة )
New(Z)= 
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 نقوم بوضع النتائج أعلاله في جدول ثال ه وكالآتي:

Table 3 

 
 
و تسراوي الصرفره أي ا مرن ( أقرلZ( فري صرف دالرة الهردف )Cjوبمرا إن جميرع المعراملات ) 

 (ه عليت فةن الحل الأمثل للمشكلةه يكون:Cj ≤ 0إن )
X1 = 6, X2 = 8, Z

*
 = 20 

 الاستنتاج:
يتضرررل مرررن نترررائج الجررردول السرررابته الرررذي يتضرررمن الحرررل الأمثرررل للمشررركلةه يتضرررل بررران إدارة 

(ه و إنتررررراج X1( وحررررردات مرررررن المنرررررتج الثررررراني )6المنشررررراة الإنتاجيرررررةه سرررررتتخذ قرررررراراى بةنتررررراج )
 نار ( دي20(ه وبما يحقت لها أقل التكاليف الإنتاجية والبالغة )X2(وحدات من المنتج )8)
 
 Two- Phase Methodالمرحلتين  ذات طريقة  2-5-2 
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( الكبيرررة فرري إيجرراد الحررل الأمثررل لنمرروذج البرمجررة Mتعررد طريقررة المرررحلتين أبسررط مررن طريقررة )
(ه إذ يمكررن الحصررول علررى الحررل الأمثررل Minimization( فرري حالررة التقليررل )L.Pالخطيررة )

مرررن خرررلال الحصرررول علرررى قيمرررة دالرررة للنمررروذج بعرررد أن نتاكرررد بررران هنررراع حرررل لنمررروذجه وذلرررع 
(ه وبعدمرت فرلا يوجرد حرل للنمروذجه ويررتم r = 0( مسراوية للصرفر  أي إن )rالهردف الجديردة )

 الحل بموجب هذل الطريقة على مرحلتين أساسيتينه وعلى النحو الآتي:
 المرحلة الأولى: . أ

سيةه ومرن ثرم ( من الصيغة القانونية إلى الصيغة القياLPتحويل نموذج البرمجة الخطية )  1
 ( لقيود النموذج فقط R1إضافة المتغيرات الاصطناعية )

 (ه أي إن:R1( بالاعتماد على المتغيرات الاصطناعية )rصياغة دالة هدف جديدة )  2

r = R1 – R2 -… Rn Min  

( فري R1, S1, Xjتصميم جدول يتضمن الحل الأوليه اعتمراداى علرى معراملات لمتغيررات )  3
 ( rد لنموذجه ودالة الهدف الجديدة )قيو 

(  ممرا يعنري وجرود حرل للنمروذجه r = 0نتبع الخطوات السابقةه حترى نحصرل علرى قيمرة )  4
 ( r( لجميع معاملات دالة الهدف )Cj  0والمقترنة في كون )

 المرحلة الثانية:  . ب

 ( مرررررن المرحلرررررة الأولرررررىه بعرررررد اسرررررتبعاد4اعتمررررراد الحرررررل الأساسررررري النهرررررائي فررررري الخطررررروة )  1
 ( r(ه ودالة الهدف )Rالمتغيرات الاصطناعية )

 (ه وتحسين قيمتهاه للحصول على الحل الأمثل للمشكلة Zاعتماد دالة الهدف الأصلية )  2

( فري صررف دالرة الهرردف Cj > 0( أكبررر مرن الصررفر)Cjفري حالرة وجررود أحرد المعراملات )  3
(Z( ه يعراد إجرراء نفرس الخطروات حترى يررتم الحصرول علرى جميرع المعراملات)Cj أقررل أو )

 (ه مما يعني تم الحصول على الحل الأمثل للنموذج Cj  0تساوي الصفره أي إن )

 (:13مثال )
   ؟.( التاليب باستخدام طريقة المرحلتينLPجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية )

Example 13: Find the optimal solution for  (L.P)Model using       

Two-phase Method?. 

 

Min. Z = 2X1 + X2 
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S. t.  

 X1+3X2   30 

4X1+2X2  40 

X1, X2  0 

Solution: 

 المرحلة الأولى:
   تحويل النموذج الرياضي من الصيغة القانونية إلى الصيغة القياسيةه كالآتي:1

Min. Z = 2X1+X2- 0S1 – 0S2 

S. t.  

  X1+3X2 – S1         = 30 

4X1+2X2       – S2 = 40 

X1, X2 , S1 , S2  0 

- =S2( ظهرررت سررالبة وهرري علررى الترتيررب S2( و S1يتضررل مررن القيرردين السررابقين برران قرريم )

40, S1 = -30)( ه ممرا يتقراطع ذلرع مرع شررلا عردم السرلبية)S1 , S2  0 ه عليرت سريتم)
 ( للقيوده على النحو الآتي:R2, R1إضافية المتغيرات الاصطناعية )

X1+3X2 - S1+ R1= 30 ……………. (1) 

4X1+2X2 – S2 + R2 = 40 ………..…(2) 

X1, X2 , S1 , S2 , R1 , R2  0 

(ه مررع مراعرراة جعررل الدالررة R2 , R1(ه اعتمرراداى علررى قرريم )rصررياغة دالررة هرردف جديرردةه )  3
 مساوية إلى قيمة ثابتة فقطه إذ إن:

 

 (ه نحصل على:2( و )1من المعادلتين )
r = R1 + R2 Min  

    
R1 = 30 – X1 -3X2 + S1   

R2 = 40- 4X1 – 2X2 + S2 

 

 (ه وكالآتي:r(ه في دالة الهدف الجديدة )3( الواردة بالعلاقة )R2( و )R1نعوض قيمة )
 Min r  = (30- X1 – 3X2 + S1) + (40 – 4X1 -2X2 –S2) 

            = 70- 5X1 -5X2 + S1 + S2    

r + 5X1 + 5X2 – S1 – S2 = 70 

 دول يتضمن الحل الأوليه وعلى النحو الآتي:تصميم ج  4
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Table 1 

 
 
 ( 4(ه والعنصر المحوري هو )R2(ه ولمتغير الخارج )X1المتغير الداخل )   أ
 المعادلة المحوريةه تكتب على الوجت الآتي:    ب

Pivot Equation = 
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 ( الجديدتينه تعطى على النحو الآتي:R1( و )rج  قيم )

New (r)= 5, 5,-1,-1,0,0,70 -5* 
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 نقوم بوضع النتائج أعلاله في جدول ثانيه وكالآتي:

Table 2 
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(ه والعنصر المحوري هو R1(ه والمتغير الخارج )X2المتغير الداخل )   أ
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 المعادلة المحورية هي:     ب

Pivot Equation = 
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 ( الجديدتينه على النحو الآتي:X( و )rج  إيجاد قيم )
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 نقوم بوضع النتائج أعلاله في جدول ثال ه وكالآتي:

Table 3 



 74 

 
 

(ه ممرا يردل ذلرع علرى وجرود حرل Cj  0(ه والمقترنرة ب )r = 0د  بما إن قيمة دالرة الهردف )
 للنموذجه والاستمرار بالمرحلة الثانية 

 المرحلة الثانية:
اد نترررائج الحرررل الأساسررري النهرررائي الررروارد بالجررردول الثالررر  مرررن المرحلرررة الأولرررى  بعرررد اعتمررر  1

 ( من الجدول r(ه ودالة الهدف )R2( وR1استبعاد المتغيرات الاصطناعية )
 (ه والتي هي:Zاعتماد دالة الهدف الأصلية )  2

Min. Z = 2X1 + X2 + 0S1 + 0S2 

 النهائيه وعلى النحو الآتي: ونقوم بتحسين قيمتهاه للحصول على الحل الأمثل

 

 

 

 

 

 

 

Table 4 
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ضافة دالرة الهردف r(ه ودالة الهدف )R2و R1وبعد استبعاد قيم ) ( من جدول الحل الأخيره وا 
( للجرردوله نقرروم بكتابررة القيررود اعتمرراداى علررى نتررائج الجرردول النهررائيه وعلررى النحررو Zالأصررلية )

 الآتي:
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1
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2
212  SSX  

)2(..........6
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211  SSX  

 (ه كالآتي:X2 , X1(ه نحصل على قيم )2( و )1من المعادلتين )
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 (ه ينتج:Z( في دالة الهدف الأصلية )3( الواردة بالعلاقة )X2 , X1نعوض قيم )
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8
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 20
2

1
2  SZ

 

 يةه في جدول الحل النهائيه وكالآتي:( النهائZنقوم بوضع نتيجة دالة الهدف الأصلية )

Table 5 

 

 
(ه هرري أقررل مررن Zيتضررل مررن نتررائج جرردول الحررل النهررائيه برران جميررع معرراملات دالررة الهرردف )

 (ه عليت فةن الحل  النهائيه يكون كالآتي:Cj  0وتساوي الصفره أي إن )
X1 = 6, X2 = 8 Z

*
 = 20 

  

 ( الكبيرة Mب طريقة )وهو نفس النتيجة التي تم التوصل إليهاه بموج
 الاستنتاج:

( وحرردات مررن 6يتضررل مررن نتررائج النهائيررةه برران إدارة المنشرراة الإنتاجيررةه  سررتتخذ قررراراى بةنترراج )
(ه وبمررا يجعررل التكرراليف الكليررة للإنترراج أقررل مررا X2(وحرردات مررن المنررتج )8(ه و )X1المنررتج )

 ( دينار أردني 20يمكنه إذ  بلغت )
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 عامة وتمارين أسئلة 
 (ه شارحاى أهم استخدامات نماذج البرمجة الخطية LP: وضل مفهوم البرمجة الخطية )1س

 Q1: Clarify  the concept of  (LP), explaining the most important uses 

(LP.) models. 

 (ه شارحاى واحداى منها LP: عدد طرق حل نموذج البرمجة الخطية )2س
Q 2: the number of method  of using (LP), explaining one of them. 

الراكررردة  : وضحححح صحححيغة الجحححدول الحححذي يحححتم بموجبحححه توضحححيح قواعحححد  ضحححافة المتغيحححرات3س
(Slack Variablesعنححد تحويححل النمححوذج الرياضححي مححن الصححيغة القانونيححة  لححى ،)  الصرريغة

 القياسية 
Q 3: Explain table form under which clarify the rules add (Slack 

Variables), when you convert a mathematical model of the legal form 

to the standard formula. 

 (ه بيانياى LP: جد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية )4س
Q4 /Find the optimal solution of (LP) by using graphical method 

Max. Z= 4X1+3X2 

Subject to: 

     3X1+2X2  30 

       X1+2X2  20 

       X1          = 9 

     X1 , X2  0 

 ( التاليه جبرياى LP: جد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية )5س
Q5/Find the optimal solution following by using Algebraic  method 

 

Min. Z= 3X1+4X2 

Subject to: 

2X1+3X2  6 

4X1+2X2  8 

X1 , X2  0 
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 ( التاليه بيانياى وجبرياى LP: جد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية )6س
Q 6/Find the optimal solution for the following (LP) model  by using 

Algebraic  and graphic method 

 

Max. Z= 10X1+3X2 

Subject to: 

2X1+X2  30 

2X1+3X2  20 

X1   2 

    X2  1 

X1 , X2  0 

 ( الكبيرة:M( التاليه باستخدام طريقة )LP: جد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية )7س
Q 6/Find the optimal solution for the following (LP) model  by using 

Big M method 

Min. Z= 6X1+4X2 

Subject to: 

X1+X2  4 

2X1+3X2  8 

X1 , X2 ≥ 0 

   ( التاليه باستخدام طريقة المرحلتين:LPمجة الخطية ): جد الحل الأمثل لنموذج البر 8س
Q8/Find the optimal solution (L.P) by using (two-phases method 

Min. Z= 3X1+2X2 

Subject to: 

X1+X2      2 
2X1+3X2   ≤ 8 

X1 , X2  0         
 

 
 
 

 الفصل الثالث
 

 الثنائية في البرمجة الخطية
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Duality in Linear Programming 

 
 The Concept of Duality Problem         المشكلة الثنائية:مفهوم 1 -3

  ةقانونيال وذج الأولى بالصيغةالنموذج الثنائي إذا كان النم 2 -3 

Dual Problem when Primal Model in Canonical Form   
  ةالقياسي ائي إذا كان النموذج الأول بالصيغةالنموذج الثن 3-3

Dual Problem when primal Model in Standard Form 

 ايجاد الحل للمشكلة المقابلة )الثنائية( 3-4

Find a Solution for Dual Model 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 الفصل الثالث

 الثنائية في البرمجة الخطية
Duality in Linear Programming 
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ــة:مفهــوم 1 -3   The Concept of Duality Problem      المشــكلة الثنائي

إن لكرررل نمررروذج مرررن نمررراذج البرمجرررة الخطيرررة نموذجررراى مقرررابلاى )ثنائيررراى( يسرررمى أحرررد النمررروذجين 
ه بينما يطلت على الآخرر تسرمية النمروذج المقابرل )الثنرائي( Primal modelبالنموذج الأولي 
Dual model  إن من أهم الصفات المشرتركة للنمروذج الأولري والثنرائي  هرو إن الحرل الأمثرل

 حدهما )في حالة وجود حل( يعطي معلومات كاملة عن الحل الأمثل للنموذج الآخر لأ
 تتمثل أهمية الثنائية في مسائل البرمجة الخطية فيما يلي:

تقليص الجهد الحسابي المطلوب في تحليل مسالة البرمجة الخطية التي تحتوي على عدد   1
 بيقات متعددة كبير من القيود وهذا لت فوائد كبيرة في استخدامات وتط

تشير الثنائية في البرمجة الخطية إلى إن كل برنامج خطي مكافا إلى مباراة بين   2
وهذا يؤكد وجود علاقة  Person Zero Sum game -2شخصين ذات مجموع صغري 

 بين طريقة البرمجة الخطية ونظرية المباراة 

 سوف نتطرق إليها عندما نستخدم البرمجة الخطية ونظرية المباراة 

الحصول على الحل الأمثل للمسالة الثنائية من جدول الحل الأمثل الأولية بالإمكان   3
مباشرة والعكس صحيله ولعل من المفيد اختيار المسالة التي تحتوي عدد قليل من 
القيود  والتي تعتبر ملائمة أكثر للحسابات التكرارية أو بالنسبة للبرامج الجاهزة في 

 الكومبيوتر 

متغيرات النموذج الأول قيمة سالبة فةن حل النموذج هذا غير ممكن بينما  إذا كان لأحد  4
 في حالة النموذج المقابل يمكن إيجاد حل للمشكلة عند وجود متغير ذي قيمة سالبة 

  Defined Duality Problemتعريف المشكلة الثنائية 

مقيدة  xjرات إذا كانت جميع المتغي Symmetricتسمى مسالة البرمجة الخطية متماثلة 
عندما تكون دالة  ≤بالإشارة  وجميع القيود في صيغة متباينات من نوع أو أقل أو يساوي 

في حالة أن تكون دالة الهدف من نوع  ≥أو أكبر أو يساوي  Maximumالهدف من نوع 
Minimum  وفيما يلي توضيل للصيغة العامة لنموذج البرمجة الخطية الأولية والثنائية في

 المتماثلة حالتها 
 Primal Problemالمسالة الأولية   1
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  Dual Problemالمسالة الثنائية  2
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 وباستخدام المصفوفات يمكن إعادة كتابة الصيغتين أعلال
 المسالة الأولية   1

0        

       

:.







x

bAx

tos

cxMaxZ

 

 المسالة الثنائية  2

Min w= yb                                           

s. to:                                                   

          yA≥ C                                                 

       y≥ 0                                                    

 Theory (1)  (: 1نظرية )

 كان نموذج البرمجة الخطية الأولية والثنائية المتماثلة كالآتي:  إذا
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0      

     

:.

        







x

bAx

tos

cxMaxZ

 

             Min w= yb                                     

s. to:                             

        yA≥ C                          

           y≥ 0                             

في حالة وجود حل مقبول للمسالة دائماى اكبر  dualفةن قيمة دالة الهدف للنموذج الثنائي 
  Primalمن أو مساوية إلى قيمة دالة الهدف للمساوية الأولية 

 البرهان:
yنفرض إن 

0
, x

 يمثلان متجهاى للحلول المقبولة للمسالة الأولية والثنائية على التوالي  0
yنبرهن 

0
 b≥ cx

0  
xبما إن 

 يمثل حل مقبول للمسالة الأولية  فةن  0
 

Ax
0
 ≤ b                                   

x
0
≥ 0     ……..                 (1) 

yوبالمثله بما إن 
 يمثل حل مقبول للنموذج الثنائي  فةن 0

y
0
A ≥ c                              

y
0
 ≥ 0     …..              (2) 

y( في 1رفي المتباينة )نضرب ط
   نحصل على 0

y
0
Ax

0
 ≤ y

0
b       ……    (3) 

x( في 2وبالمثل نضرب طرفي المتباينة )
 ه نحصل على0

y
0
Ax

0
 ≥ cx

0                                 …………….(4)                                 

 ( 4( و )3ينتج من المتباينتين )
y

0
b ≥ y

0
Ax

0
 ≥ cx

0                                        

  لذا فةن

y
0
b ≥ cx

0                                                         
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 من النظرية أعلال يمكن الإشارة إلى النتائج المهمة الآتية: 
لأي حل مقبول تمثل الحد  Maxإن قيمة دالة الهدف لنموذج البرمجة الأولية من نوع   1

 رى لدالة الهدف في النموذج الثنائي الأدنى للقيمة الصغ
تمثل الحد الأعلى للقيمة  Minوبالمثل فةن قيمة دالة الهدف للنموذج الثنائي من نوع   2

 العظمى لدالة الهدف للمسالة الأولية  

 Max x0إذا كان حل المسالة الأولية مقبول وقيمة دالة الهدف غير محدودة )أي إن   3

+ يوجد لها حل مقبول  (  فةن المسالة الثنائية لا 

إذا كان حل المسالة الثنائية مقبول وقيمة دالة الهدف غير محدودة                  4
(Min y0 - ه فةن المسالة الأولية لها حل غير مقبول) 

إذا كان حل النموذج الأولي مقبوله وحل النموذج الثنائي غير مقبول  فةن حل المسالة   5
  unboundedالأولية يكون غير محدود 

غير مقبوله  Primal( مقبوله وحل النموذج الأولي dualإذا كان حل النموذج الثنائي )  6
 فةن النموذج الثنائي يكون غير محدود 

 (1مثال )
 إذا كان النموذج الأولي لمسالة البرمجة الخطية كالآتي: 

If the Primary model for LP as the following Ex(1) 

Max z0 = x1+2x2+3x3+4x4               

s. to: 

x1+2x2+2x3+3x4 ≤ 20 
2x1+x2+3x3+2x4 ≤ 30 

x1, x2, x3, x4≥ 0 

 ( كما يلي:dualوعليت يكون كتابة النموذج الثنائي )
           Min Z0= 20y1+30y2 

s. to: 

y1+2y2   ≥ 1 

2y1+y2   ≥ 2 
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2y1+3y2 ≥ 3 

3y1+2y2 ≥ 4 

y1, y2 ≥ 0 

ه توصلنا إلى الحلول المقبولة Simplexطريقة السمبلكس  بعد تحليل النموذجين باستخدام
 التالية: 

 للمسألة الأولية
x1=x2=x3=x4= 1 

x0= cx
0
= 10 

 للمسألة الثنائية 

y1=y2= 1 

Y0=y
0
b= 40 

 من هذا يتبين بان 

Cx
0
 < y

0
b                                            

ية السابقة يتضل بان القيمة الصغرى لدالة الهدف وباستخدام النتيجة الأولى والثانية من النظر 
y0  10لا يمكن أن تكون أقل من  
 
 
 
 

 Theory (2) (2نظرية )

yإذا كان هناع حلول مقبولة 
0
, x

بحي   لنماذج البرمجة الخطية الأولية والثنائية المتماثلةه 0
لول المثلى للمسالة إن قيم دالة الهدف لكل منها متساويةه فةن هذل الحلول المقبولة وهي الح

 المناظرة  
 البرهان: 
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xافرض إن 
0
 يمثل أي حل مقبول للمسالة الأولية   

 فةن 
cx(                 1نظرية )

0
 ≤ y

0
b 

 ولكن بالفرض 
cx

0
= y

0
b                                      

 لذا فةن
cx

0                                         < cx  المقبولة للنموذج الأوليلجميع الحلول 
xوعليت فةن من تعريف 

y)الحل الأمثل للمسالة الأولية( ومن خاصية التماثل نبرهن إن  0
0 

 هو الحل الأمثل للنموذج الثنائي 
 Theory (3)                                       (: 3نظرية )

حلول مثلى بحي  إن  إذا كانت حلول النموذج الأولي والثنائي مقبولة  فةن لكلاهما
 القيم المثلى لدالة الهدف متساوية 

 : النموذج الثنائي إذا كان النموذج الأولى بالصيغة القانونية 2 -3  
Dual Problem when Primal  Model is in Canonical Form      

 
 من المعلومه بان الصيغة القانونية لمسالة البرمجة الخطية هي كالآتي:

njx

mibxa

tos

XCZMax

j

ij

n

j

ij

j

n

j

j

...2,10

...2,1

:.

1

1

0















 

 أعلال كما يلي: Primalللنموذج الأولي  dualوعليت فةن النموذج المقابل 



 86 

miy
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tos

ybyMin
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m

i
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i

m

i

i
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...2,1
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1

1

0















 

 تمثل متغيرات النموذج المقابل  yi حي 
 يساوي عدد القيود في المسالة الأولية  yiإن الصيغة الثنائية الجديدة لها عدد من المتغيرات 

 
 نائي )المقابل( لمسالة البرمجة الخطية التالية اكتب النموذج الث:   (2مثال )

                Example (2) Write the Duality model for (LP) 
Max Z0= 5x1+6x2           

s. to: 

x1+9x2 ≤ 60 y1  

2x1+3x2 45 y2                                             

5x12ـx2 20 y3                                               

x1            30 y4                                            

x1 ,x2  0                                        

 الحل:
 x1, x2ه والمتغيرات ≤ه والقيود جميعها من نوع Maxبما إن دالة الهدف من نوع 

 y1,y2,y3,y4النموذج المقابل مباشرة بافتراض إن ة مقيدة بالإشارةه لذا فةنت من الممكن كتاب
 متغيرات لهذا النموذج وكالآتي: 

 
 

Min Z0= 60y1+45y2+20y3+30y4                       

s. to:                                         
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y1+2y2+ 5y3 +y4    5                

9y1+3y2-2y3              ≥ 6                 

y1, y2 ,y3 ,y4  0                      

نلاحظ من المثال أعلاله بان النموذج المقابل يحتوي على عدد من القيود أقل من 
 قيود النموذج الأوليه ولما كان الحل الأمثل لإحدى المسالتين يعطي معلومات كاملة عن

المقابل لأن الصعوبة  فمن المفيد إذن حل النموذج الحل الأمثل للمسالة الأخرىه لهذا
 الحسابية في مسائل البرمجة الخطية تاتي من كثرة القيود  

 النموذج الثنائي إذا كان النموذج الأول بالصيغة القياسية 3-3 
Dual Problem when primal Model in Standard Form 

ع القيود لقد ذكرنا سابقاىه إنت في الصيغة القياسية لمسالة البرمجة الخطيةه تكون جمي
في  Equality constraintعبارة عن معادلاته وسوف نبين فيما يلي إن كل قيد مساواة 

 المسالة الأولية )أو الثنائية( يناظر متغير غير مقيد بالإشارة في الثنائية )والأولية( 
 فةذا كانت مسالة البرمجة الخطية التالية بالشكل القياسي:

njx

mibxa

tos

XCxMax

j

ij

n

j

ij

j

n

j

j

...2,10

    ...2,1

:.                          

               

1

1

0















 

 

 النموذج المقابل لها كالآتي:فةن    
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)(

...2,1

:.                   

            

1

1

0

signinedunrestricty
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 غير مقيدة بالإشارة
 

ذا كانت مسالة البرمجة الخطية بالشكل التالي:  وا 

signintedunrestericx

mibxa

tos

XCxMax

j

ij

n

j

ij

j

n

j

j

,...,,

:.

21
1

1

0













 

 فةن النموذج المقابل لها سيكون كالآتي:
 
 

0

...2,1
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1

1

0
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  قاى وفيما يلي مجموعة من الأمثلة التوضيحية لما ذكرنال ساب
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 (:3مثال) 
 Example اكتب النماذج الثنائية المناظرة لكل مسالة من مسائل البرمجة الخطية التالية:

(3) Write the Duality model for (LP) 
 

1- Max Zx=5x1+12x2+4x3 

s. to:  

x1+2x2+3x3 ≤ 5  

2x1-x2+3x3  = 2 

x1, x2, x3  0 

 

 الحل: 
 تب النموذج المقابل مباشرة كالآتي: بما إن القيود ملائمة لدالة الهدفه نك

Min Zy= 5y1+2y2 

s. to:  

y1+2y2  5 

 2y1-y2  12 

y1+3y2  43 

y1 0, y2 unrestricted  

 ملاحظة: 
كما ذكرنا سابقاىه كل قيد مساواة يمثل بمتغير غير مقيد بالإشارة  وكل متغير غير مقيد 

للقيد الثاني غير مقيد  المقابل y2لثاني بالإشارة يناظر قيد مساواة  لذلع أصبل المتغير ا
 بالإشارة 

2-  Max Zx=x1+x2 

s. to:  

3x1+x2+  x3     ≤ 6 
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x1  -x2+   x3     = 4 

x1+2x2                1 

x1, x2, x3  0 

 الحل:
 نعيد كتابة المسالة المعطاة بالشكل الآتي: 

Max Zx=x1+x2 

s. to:  
3x1+x2+x3 ≤ 6 

x1-x2+x3= 4 

-x1-2x2 ≤ -1 

x1, x2, x3  0 

 لذا فةن النموذج المقابل للمسالة أعلال ما يلي:

 

Min Zy= 6y1+4y2- y3 

s. to:  

              3y1+y2-y3  1 

               y1-y2-y3  1 

               y1+y2  0 

      y1 0, y3 0, y2 unrestricted  

3-  Min Zx=6x1+3x2 

s. to:  

6x1-3x2+x3 ≥ 2 

3x1+4x2+x3 ≥ 4 

-x1-2x2           ≤ -1 
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x1, x2, x3  0 

 الحل:
إذن نكتب  ≤والقيود جميعها من نوع  Minنلاحظ في هذا المثال بان دالة الهدف من نوع 

 النموذج المقابل مباشرة كالآتي:
Max Zy= 2y1+5y2      

s. to:  

        6y1+3y2 ≤ 6            

         -3y1+4y2 ≤ 3 

           y1+y2    ≤ 0 

           y1, y2 ≥ 0 

4- Max Zx=x1+x2 

s. to:  

               2x1+x2= 5 

               3x1-x2= 6 

        x1, x2, unrestricted 

 الحل: 
 النموذج المقابل لها كالآتي:

Min Zy= 5y1+6y2 

s. to:  

             2y1+3y2 = 1 

               y1-y2     = 1 

             y1, y2 unrestricted 
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5- Max Zx=3x1+5x2 

s. to:  

          2x1+6x2   ≤ 50 

            3x1+2x2  ≤ 35 

            5x1-3x2  ≤ 10 

                   x2   ≤ 20 

               x1, x2  0 

 الحل:
 النموذج المقابل: 

Min Zy= 50y1+35y2+10 y3+ 20y4 

s. to:  

              2y1+3y2+5y3        3 

              6y1+2y2-3y3+y4  5 

 y1 ,y2,y3,y4 ≥0           

 

 

                          

 -ايجاد الحل للمشكلة المقابلة )الثنائية(: 3-4

Find a Solution for Dual Model 

الحل في المشكلة الاولية سوى في  أن ايجاد للمشكلة المقابلة ) الثنائية ( لا يختلف كثيرا عن

بعض الخطوات البسيطة منها المتعلقة بشروط النموذج او في خطوات حساب المتغير الداخل 

 والمتغير الخارج وكما سيتم شرحه لاحقا .

 -لنموذج البرمجة  الخطية الاتي احسب كل من : -:4مثال

 النموذج المقابل -1
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 .بسطة للنموذج المقابل الحل الامثل باستخدام الطريقة الم -2

Example.4. For the problem (L.P) Model find: 

1- The Dual Model? 

2- Solve the problem using Dual simplex method? 

0,

3  .  .  .    150                   

2  .  .  .    300    23      

1  .  .  .    200    2     

 t.  s      

1830

21

13

212

211

21











XX

XY

XXY

XXY

XXMaxZx

 

لذا يمكن تحويل المشكلة الى  :  ≥وجميع القيود من النوع Maxبما أن دالة الهدف من نوع 

 sol                             النموذج المقابل                      

0,,

18               2       2     

30         3             

T . S     

150300200

321

21

321

321









yyy

yy

yyy

yyyMinZy

 

( الفصل الثاني يمكن ايجاد قيم المتغيرات   48جدول الحل الامثل الوارد في صفحة )  ومن 

y3 , y2 , y1  مباشرة, وهي عبارة عن قيمS3, S2, S1  الواردة في صف دالة الهدف وكما

 -موضح في ادناه:

Table -2- 

B.V 
Non-Basic Variables 

R.H.S 
X1 X2 S1 S2 S3 

Z 0 2 0 10 0 3000 

S1 0 4/3 1 -1/3 0 100 

X1 1 2/3 0 1/3 0 100 

S3 0 -2/3 0 -1/3 1 50 
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y1 = 0 , y2 =10 ,  y3 = 0 , Z = 3000  

 واذا تم تعويض القيم اعلاه في دالة الهدف للنموذج المقابل فاننا نلاحظ انها تحقق دالة الهدف

Z=200y1+300y2+150y3 

3000=200(0)+300(10)+150(0) 

3000=3000 

 Dual simplex method         طريقة السميلكس للنموذج المقابل

 تحديد المتغير الخارج -اولاً:

يتم تحويل النموذج المقابل الى الصيغة القياسية ولكن يجب ملاحظة ان يتم تحويل اشارات 

او  Maxا كانت من نوع بغض النظر عن كون دالة الهدف اذ ≥القيود كافة الى علامة 

Min( لتحويل اشارة القيود وكما يلي:1-, لذا فاننا نقوم بضرب القيدين بـ )- 

0,,

S   18                 2       2    

S   30           3             

T . S     

150300200

321

221

1321

321









yyy

yy

yyy

yyyMinZy

 

 والآن نحول النموذج الى الصيغة القياسية

0   S , S , , , 

  18   S                        2       2    

  30           S          3             

0                 150300200        

21321

221

1321

321









yyy

yy

yyy

yyyZ y

 

 -( وكالاتي:1ويتم ترتيب البيانات في جدول رقم )

Tab.1 

B.V Non-Basic Variables R.H.S 
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y1 y2 y3 s1 s2 

Z -200 -300 +150 0 0 0 

S1 
-1 -3 -1 1 0 -30 

S2 -2 -2 0 0 1 -18 

Ratio 200 100 150 يهمل يهمل - 

 

 

 

 سالبة B.Vفي الجدول نجد ان الحل الابتدائي غير مقبول حيث ان قيم المتغيرات الاساسية 

S1= 3, S2= 18 

 -بما يلي: لحل مثل هذه المشاكل فيجب استخدام الطريقة المبسطة للنموذج المقابل حيث نقوم

 تحديد المتغير الخارج -اولاً:

لقد عرفنا ان الجهة اليمنى تمثل الثابت وهو عبارة عن معادلات دالة الهدف في النموذج 

 لذا فهو متغير خارج. S1( وهي تقابل  3الاولي, لذلك نختار اقل قيمة وهي )

 تحديد المتغير الداخل -ثانياً:

) السالبة فقط ( على القيم المقابلة  Zي صف دالة الهدف نقسم معاملات المتغيرات اي القيم ف 

لصف المتغير الخارج الذي تم اختياره اولاً أعلاه ثم نختار أقل قيمة موجبة فقط في صف الـ 

Ratio مع ملاحظة ان تهمل القسمة على صفر وكذلك المقدار الموجب 

−200

−1
,
−300

−3
,
−150

−1
,
0

1
,
0

0
 

                                   200, 100   , 150          

 ان بقية الخطوات فهي نفس خطوات طريقة السمبلكس العادية

 

P. R    
−1

−3
,
−3

−3
,
−1

−3
,

1

−3
,
0

3
,
−30

−3
 

P.R     1/3,   1,   1/3, -1/3, 0, 10 

 العنصر المحوري
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New z           300   العنصر المقابل وبعكس الاشارة 

      S2                  2      العنصر المقابل وبعكس الاشارة 

Tab.2 

B.V 
Non.B.V 

R.H.S 
y1 y2 y3 s1 s2 

Z -100 0 -50 -100 0 3000 

Y2 1/3 1 1/3 -1/3 0 10 

S -4/3 0 2/3 -2/3 1 2 

Ratio       

 

New Z 

−200 −300 −150    
100 300 100

0 0 0
−100 0 3000

−100    0     −50      −100 0 3000
 

 

New S2 

−2 −2 0    
2/3 2 2/3

0 1 −18
   −2/3 0 20

−
4
3

   0    2/3      −
2
3

  1    2
 

جميع القيم الواردة في صف دالة الهدف سالبة أو صفر لدالة الهدف في النموذج المقابل وهي 

جميعها  R.H.Sللنموذج المقابل واصبحت قيم , لذا فاننا توصلنا للحل الامثل Minفي نوع 

 موجبة لذا فأن

(  y1=0, y2=10, y3= 0, S1=0, S2=2 , Z=3000 

 وهي نفس النتائج الواردة بالطريقة الاولى

لنموذج البرمجة الخطية المقابل )الثنائي( اوجد الحل الامثل باستخدام طريقة  -:5مثال

 السمبلكس المقابلة؟
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Example(5):- For the Dual L.P Model find the optimal solution using 

Dual simplex method? 

0  ,

5   3y  2y          

8   4y  5y       

4   2  4    

T . S     

23

21

21

21

21

21











yy

yy

yyMinZ y

 

  -1بـ   يتم ضرب القيدين الاول والثاني

-4y1-2y2     ≤-4       .   . +S1 

-5y1-4y2   ≤-8       .     . +S2 

 نحول النموذج الى الصيغة القياسية

0  S , S , S  , , 

  5     S             32       

  8        S        4 5    

  4              S  2 4   

0                   23        

32121

321

221

121

21











yy

yy

yy

yy

yyZ y

 

 Tab.1الآن يمكننا الحصول على الجدول الاول 

B.V 
Non-Basic Variables 

R.H.S 
y1 y2 S1 S2 S3 

Z -3 -2 0 0 0 0 

S1 -4 -2 1 0 0 -4 

S2 -5 -4 0 1 0 -8 

S3 2 3 0 0 1 5 

Ratio ¾ 1/2 يهمل يهمل يهمل  

 

P.R 5/4     1     0     -1/4     0     2 
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New     Z     2 

             S1    2 

             S3    -3 

𝑁𝑒𝑤 𝑍   − 3 −2 0  
2 ∗ (𝑃. 𝑅)   5/2 2 0

0 0 0
    −1/2 0 4

           −
1
2

          0        0    −1/2 0 4
 

 

𝑁𝑒𝑤 𝑆1   − 4 −2 1  
2 ∗ (𝑃. 𝑅)   5/2 2 0

0 0 −4
   −1/2 0 4

                 −3/2 0 1    −1/2 0       0
 

 

𝑁𝑒𝑤 𝑆3   2 3 0  
−3 ∗ (𝑃. 𝑅)   − 15/4 −3 0

0 1 5
−3/4 0 −6

                            −7/4 0     0    −3/4 1 −1
 

Tab.2 

B.V 
Non-Basic Variables 

R.H.S 
y1 y2 S1 S2 S3 

Z -1/2 0 0 -1/2 0 4 

S1 -3/2 0 1 -1/2 0 0 

y1 5/4 1 0 -1/4 0 2 

S3 -7/4 0 0 3/4 1 -1 

  يهمل يهمل يهمل يهمل 2/7 

 

 (3وباتباع نفس الخطوات السابقة نحصل على قيم الجدول رقم)

Tab.3 

B.V 
Non-Basic Variables 

R.H.S 
y1 y2 S1 S2 S3 

Z 0 0 0 -10/14 -2/7 30/7 

S1 0 0 1 -16/14 -6/7 6/7 
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y2 0 1 0 -53/28 5/7 9/7 

y1 1 0 0 -3/7 -4/7 4/7 

Ratio       
 

في الجدول صفر او سالبة , لذا فأن الحل يعتبر  Zصف دالة الهدف بما أن جميع القيم في 

 أمثل 

∴ The optimal solution is 

Z=30/7, y1= 4/7, y2= 9/7, S1= 6/7, S2=S3= 0 

 -وللتاكد من صحة الحل نعوض عن القيم بدالة الهدف للنموذج المقابل فنحصل على:

Z=3y1+2y2 

30

7
=3(

4

7
)+2(

9

7
) 

30

7
=

12

7
+

18

7
 

30

7
=

30

7
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 Introductionالمقدمة 4-1

تكمررررن أهميررررة تحليررررل الحساسررررية فرررري إنررررت يعطرررري دراسررررتت كاملررررة للمتغيرررررات الداخلررررة فرررري 
النمرروذج الرياضرري بحيرر  يبقررى لنررا أكبررر عائررد أو أقررل تكلفررة ومررا هررو مرردى التغيرررات فرري هررذل 

علرى سربيل المثرال حصرلت المتغيراته فمثلاى إذا حدثت بعض التغيرات فري ظرروف المشرروعه 
زيررادة فررري المررروارد المتاحرررة كرران تكرررون زيرررادة فررري الوقرررت المترراح أو فررري عررردد العمرررال أو إنتررراج 
منتررروج جديرررد أو غيرررر ذلرررعه ممرررا يتطلرررب إعرررادة حرررل النمررروذج للمشررركلة بعرررد إضرررافة المتغيررررات 

 الجديدة 
يمكننرررا  إن مسررالة إعررادة حرررل النمرروذج يكرررون مرهقرراى وقرررد يحترراج إلرررى وقررت طويرررله ولكررن

اسرررتخدام طريقرررة لا تتطلرررب إعرررادة الحرررل بكاملرررت وذلرررع باسرررتخدام مرررا يسرررمى )تحليرررل الحساسرررية 
Sensitivity Analysis  وقرد يسرمى أيضرراى بتحليرل مرا بعرد الأمثليرةPost- optimality 

analysis  ويُعرررف بانررت عبررارة عررن دراسررة ترراثير التغيرررات فرري مكونررات المشرركلة علررى نمرروذج
إذ إننا سنقوم بهرذا الفصرل بدراسرة التغيررات التري تطررأ علرى مكونرات النمروذج  البرمجة الخطية

 الأولي وكذلع نعتمد على جدول الحل الأمثل دون اللجوء إلى إعادة الحل بكاملت مرة أخرى 
 إن أهم التغيرات التي تحد  على نموذج البرمجة الخطية الأولي هي:

 ة( التغيرات في الطرف الأيمن )الموارد المتاح  1
 التغيرات في معاملات دالة الهدف   2

 التغيرات في معاملات متغيرات القرار في القيود   3

 إضافة متغير أو متغيرات جديدة   4

 إضافة قيد أو قيود جديدة    5

 

 ( للقيودR.H.Sالتغيرات في الطرف الأيمن ) 4-2
 Changes in the R.H.S of constraints  

المتغيرات فرري المرروارد المتاحررة نررورد المثررال الآترري بعررد بهرردف توضرريل الحالررة الأولررى المتعلقررة برر
 الحصول على الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية الآتي: 

 
  1مثال 



 102 

Max Z= 5x1+2x2+3x3 

s.t 

x1+5x2+2x3 30 

x1-5x2-5x3   40 

x1,x2,x3 0 

 Cه Bه Aتمثررل عرردد الوحرردات المنتجررة مررن المنتجررات  3xه x2ه x1عنرردما تكررون المتغيرررات 
هرري  S2ه S1علرى الترواليه ويكرون جردول الحرل الأمثرل علرى النحرو التراليه وعلرى افترراض إن 

 متغيرات وهمية 
EX1. From the L.P model, and the optimal solution of this  model  

 

B.V X1 X2 X3 S1 S2 B 

X1 1 5 2 1 0 30 

S2 0 0 -8 -1 1 10 

Z 0 23 7 5 0 150 

 

1. Find the optimal solution if the (R.H.S) changes from  


















40

35

40

30
to ? 

2. Find the optimal solution if the objective function changes from 

(max Z= 5x1+2x2+3x3 to max Z= 3x1+x2+3x3)  

 

 ان الحل الأمثل لهذل المشكلة هو: 
X1=30, X2=0, X3=0, S1=0, S2=10, Z=150 

 من صحة الحل فةننا نعوض في دالة الهدفوللتاكد 

Z= 5(x1)+2x2+3x3 

150= 5(30) + 2(0)+ 3(0) 

150= 150 
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وحرردات مررن  5أي إن المررورد الأول )العمررل مررثلاى( قررد ازداد بمقرردار 








40

30
إلررى  









40

35
فةننررا  

أولاى بالتاكرد مرن إن هرذا التغيرر لريس لدراسة تاثير هرذا التغيرر علرى الحرل الأمثرل للمشركلة نقروم 
لت أي تاثير في الحل الأمثل ماعدا التغير في الجانب الأيمرن وكرذلع يجرب التاكرد مرن إن قريم 
صررف دالررة الهرردف سرريبقى موجبرراى أو صررفر  نقرروم بتعيررين مصررفوفة المعرراملات لمتغيرررات الحررل 

 في الجدول الأول والتي هي  B=(x1,S1)الأساسية للحل الأمثل 











01

11
B  

Bوالمعكوس لهذل المصفوفة 
 موجود في جدول الحل الأمثل 1-

B
-1

= 








 11

01
 

 ,S1والتري تمثرل مصرفوفة المتغيررات المكملرة )م  م  م( والتري تقرع أسرفل المتغيررات المكملرة )

S2 في جدول الحل الأمثل ) 
ديدة بتطبيت المعادلة الآتية: لذا فةننا نحصل على قيم المتغيرات الأساسية الج

bBX b  1 
bXتمثل عمود المتغيرات الأساسية الناتجة في جدول الحل الأمثل : 

B
: تمثررل مصررفوفة المتغيرررات المكملررة والترري تقررع أسررفل المتغيرررات المكملررة فرري جرردول الحررل 1-

 الأمثل
bتمثل عمود الموارد المتاحة الجديد : 




























































5

35

4035

035

40

35

11

01

2

1

2

1

S

X

S

X

 

نلاحظ إن جميع قيم العمود الناتج موجبة ويعني ذلع إن الحل لا يزال أمثلاى أو ممكناى 
 باستخدام الموارد المتاحة الجديدة 

X1=35, X2=0, X3=0, S1=5, S2=0 
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 فنحصل عليها بالتعويض وكالآتي: Zأما قيمة 
Z= 5(35)+2(0)+3(0) 

Z= 175 

( سيؤدي إلى تغير جميع القيم في ذلع العمود Bد الموارد المتاحة )أي إن المتغير في عمو 
 الموجود في جدول الحل الأمثل 

 لو أخذنا نتيجة الحل النموذج المقابل من الجدول الأخير للمثال نحصل على 
y1=s1=10, y2=s2=0, Z=150 

بمقدار  Zلهدف يتبين لنا إن زيادة وحدة واحدة من المورد الأول تؤدي إلى زيادة في دالة ا
 وحداته فةن دالة الهدف الجديدة تصبل  5(  فعند زيادة المورد الأول في حالتنا بمقدار 5)

Z= 5(5)+150= 175 

أما الزيادة في المورد الثاني فةنها لا تحقت أي زيادة في دالة الهدف لأنت قيمة 
(y2=s2=0 تساوي صفراى ) 

كون محددة  إذ قد تؤدي الزيادة الكبيرة إلى إن الزيادة في أي مورد من الموارد المتاحة ت
حل غير أمثل  وبهدف تحديد مقدار الزيادة الممكنة لأي مورد من الموارد تاخذ المثال 

 الآتي:
 2مثال 

 لو افترضنا إن لدينا مشكلة البرمجة الخطية الآتية
 

Max Z= 30x1+50x2 

s.t  

2x1+x216 

x1+2x211 

x1+3x215 

x1, x2 0 

 ائج في جدول الحل الأخير الامثل كالآتي:وكانت النت

B.V X1 X2 S1 S2 S3 B 

S3 0 0 1/3 -5/3 1 2 
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X1 1 0 2/3 -1/3 0 7 

X2 0 1 -1/3 2/3 0 2 

Z 0 0 10/3 70/3 0 310 

 

X1=7, X2=2, S1=0, S2=0, S3=2, Z=310 

 ت إذا تحقت الآتي: لذا فةن هذل الزيادة تتحق Kهنا في المورد الأول ولتكن نفرض إن الزيادة 
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3/12

3/27

3/12

15

11
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03/23/1
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13/53/1
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يلاحررظ إن النتررائج أعررلال برران الزيررادة فرري المررورد الأول بمقرردار وحرردة واحرردة تررؤدي إلررى  زيررادة 

بمقرردار  x1قيمررة 
3

2
بمقرردار  x2وتقليررل فرري قيمررة  

3

1
  لررذا يجررب التوقررف عنرردما تصرربل قيمررة 

مسرراوية إلررى الصررفر وعرردم السررماح برران تصرربل قيمتهررا سررالبة لأن ذلررع يررؤدي إلررى  x2المتغيررر 
سرالب(  –مرن القيمرة الأصرغر )التري تحمرل إشرارة  kحل غير ممكن  لذلع يتم استخراج قيمرة 

 بعد مساواتها بالصفر وكما يلي:

6
3

2

0
3

1
2





k
k

k

 

 ل ممكناى وحدات لكي يبقى الح 6أي إن أعلى زيادة في المورد الأول هي 
وبنفس الطريقة يمكرن أن نحردد الزيرادة فري أي مرورد مرن المروارد الأخررى  لاحرظ إنرت فري حالرة 
وجود أكثر من مورد تؤثر فيت الزيادة في مورد معين إلى نقصان في قيمتت يرتم اسرتخراج قيمرة 

(k منها ومن ثم يتم اختيار أقل قيمة لر )k  لغرض اعتمادها 
 لزيادة في المورد الثاني والثال واجب إلى الطالب لإيجاد ا

من   1
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إلى  
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من   2
















15

11

16

إلى  
















 k15
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والحالررة الترري يجررب دراسررتها هرري أن نفترررض أن بةمكرران متخررذ القرررار زيررادة قيمررة المررورد الأول 
قررررار )وحررردة واحررردة )العمرررل( سررروف يكلرررف متخرررذ ال

3

( وحررردة نقديرررة ومرررن واجبرررت إن يقرررارن إذا 2
كانت هذل العملية مربحة أم لا عن طريت المقارنة بين الربل الحاصل مرن زيرادة المرورد الأول 

 (2للمثال )

من 
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11

16

إلى  
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11

17

 فةننا نحصل على الحل الآتي:  
















































































































3

5

11

3

51

0
3

22

3

17

0
3

11

3

34

3

45

3

11

3

17

15

11

17

03/23/1

03/13/2

13/53/1

2

1

3

X

X

S

 

X1=11,X2= (
3

5
), S1=0, S2=0 S3= 3

51
 

 اما دالة الهدف فتصبل
 

Max Z= 30(11)+50(
3

5
), S1=0, S 2=0 S 3= 3

51
 

= 338.33 

 ي وعند المقارنة بين الربل الحاصل أعلال وزيادة كلفة العمل وكما يل
New Z- old Z= 338.33-310.00= 28.33 

( وهررري أكثرررر مرررن )28.33فرررةن هنالرررع زيرررادة برررالربل بمقررردار )
3

2
( التررري هررري كلفرررة القيرررد 
الأول )العمرررل(  أي إننرررا نسرررتنتج بشررركل عرررام إن إضرررافة وحررردة واحررردة مرررن العمرررل هررري عمليرررة 
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وحردة واحردة مرن الزيرادة بقيرد العمرل وهرذا ( لكرل 28.33 مربحة أدت إلى زيادة بالربل بمقردار )
( والتررري تعررررف للقيرررود المختلفرررة وهررري التررري Shadow priceيمكرررن تسرررميتت باسرررعار الظرررل )

تسررراعد علرررى تحديرررد مرررا مقررردار الحصرررول عليرررت أو )تررروفيرل( لزيرررادة المصرررادر مرررن القيرررود وحررردة 
 واحدة  

في فرري قيمررة دالررة إذ مررن الضررروري هنررا ملاحظررة إن أسررعار الظررل تعكررس التغييررر الصررا
الهرردف المثلررى لكررل زيررادة وحرردة واحرردة فرري مصررادر القيررود طالمررا إن هررذل الزيررادة فرري مصررادر 

نما فقط تسعى لتغيير كمياتها   القيود لا تغير المتغيرات الأساسية في جدول الحل الأمثل وا 
جرررت وعنرررد إيجررراد المررردى للتغييرررر بالنسررربة للقيرررد العمرررل )زيرررادة أو نقصررران( لرررذا يكرررون المت

 مثلاى  K1الجديد للجانب الأيمن وتفرضت 

K
*
= 

















15

11

1k

 

 ولكي يبقى الحل أمثلاى فةنت يجب أن يكون 
01  kB  
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3

0
3

22

3

0
3

11

3

2

3

45

3

55

3

15

11

03/23/1

03/13/2

13/53/1

1

1

1

1

1

1

1

1

k

k

k

k

k

k

k

kB
 

ويجب أن يبقى  kB  موجباى )غير سالب( أي إن:  1

1. 
3

22

3

1 
 k

0  K1≤ 22 

2. 
3

11

3

2 1 
k

0  K1 5.5 

3. 
3

22

3

1 
 k

0  K1 22 
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ونسررتنتج ممررا تقرردم أعررلال برران سياسررة الإنترراج المثلررى سررتبقى مثلررى طالمررا إن التغييررر فرري قيررد 
( فررري حرررين سرررتتغير كميرررات  k1 22 5.5العمررل )القيرررد الأول( سررريبقى ببرررين القيمترررين )

لأمثررل( ومقرردار الررربل المتحقررت  وهررذا يمكررن متخررذ القرررار إذا كرران المتغيرررات الأساسررية )الحررل ا
 يرغب بان يبقى الحل الأمثل أمثلاى من جراء تغير القيد الأول )الجانب الأيمن( وكما ياتي:

 

 5.5  k1  22 

 ويكون الحل كما يلي: 

3

22

3
,

3

10

3

2 1
2

1
1 




k
X

k
X  

 في دالة الهدف تكون على المدى أعلال  وان أعلى قيمة للربل   K1وتعتمد قيمة 

Max Z= 
66.47610

)
3

22

3
(50)

3

11

3

2
(30

1

11








k

kk

 

 

أكبر من المدى أعلال أو أصغر فةننا سوف نحصل على  K1ونلاحظ إنت إذا أخذنا قيمة لر 
فةننا  Bجدول الحل الأمثل يختلف عن الجدول أعلال فةذا ظهرت قيمة سالبة في عمود ألر 

وعندل سيتم التغير  Dual simplex methodيجب أن نقوم بحل الجدول باستخدام طريقة 
 في اتخاذ القرار وفقاى لنتائج الحل الأمثل  

 
 التغيرات في معاملات دالة الهدف  4-3

Changes in coefficients of the Objective Function 

 ( قد تغيرت من 1لو فرضنا إن دالة الهدف في المثال )
From Max Z= 5x1+2x2+3x3 

To Max Z= 3x1+x2+3x3 

 ذا فةن مشكلة البرمجة الخطية سوف تصبل كما يلي:ل

Max Z= 3x1+x2+3x3  

s.t  
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x1+5x2+2x3  30 

x1-5x2+6x3  40 

 فةن النموذج المقابل للمشكلة أعلال هو 

Min Z= 30y1+40y2 

s.t 

y1+y2  3 …1 

5y1-5y2  1 …2 

2y1-6y2  3 …3 

y1, y2  0 

 ت المعادلة نقوم باحتسابها وف  y2ه y1ولغرض إيجاد قيم 

    1 BXy bb  

 

 حي  إن 
 byصف المتغيرات الناتجة في النموذج المقابل 

 bX صرررف معررراملات دالرررة الهررردف الجديررردة مرتبرررة حسرررب المتغيررررات الناتجرررة بجررردول الحرررل
 الأمثل في دالة الهدف الجديدة  

 1Bالمتغيرات المكملة كما وردت في جدول الحل الأمثل مصفوفة 

     0003
11

01
0321 










yy  

   0321 yy  

وكما سبت أن أوضحنا بان التغير في معاملات دالة الهدف يرؤدي إلرى التغيرر فري صرف دالرة 
فررري جررردول الحرررل  x2ومعامرررل  x1الهررردف كجررردول الحرررل الأمثرررل فةننرررا بحاجرررة لحسررراب معامرررل 
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و يسرراوي الفرررق بررين الطرررف الأيسررر للقيررد الأول والطرررف الأيمررن )الثابررت( للنمرروذج الأمثررل وهرر
 المقابل وكما يلي:

Coefficient of Xi= (constraint)i-Bi  

Coefficient of X1=(y1+y2) -3 = (3+0)-3= 0 

Coefficient of X2= (5y1-5y2)-1= (15-0)-1= 14 

Coefficient of X3= (2y1-6y2)-3= (6-0)-3= 3 

 أما قيمة دالة الهدف الجديدة فيمكن الحصول عليها كالآتي 
Max Z= 3x1+x2+3x3=3(30)+0+0= 90 

 

 والبيانات موضحة في الجدول أدنال: 

B.V X1 X2 X3 S1 S2 B 

X1 1 5 2 1 0 30 

S2 0 0 -8 -1 1 10 

Z 0 14 3 3 0 90 

( للمتغيرررررات 2) ولايجرررراد مرررردى التغيررررر فرررري معرررراملات دالررررة الهرررردف الررررواردة فرررري مثررررال
 C1هرو  X1 وان معامرل  X2 (  فةننا نقوم بافتراض ثبات قيمة معامرلX1, X2الاساسية اولا )

 ( اعلال وكالآتي:2للنموذج الوارد في المثال )
Max Zx= C1x1+50x2 

s.t  

2x1+x216 

x1+2x211 

x1+3x215 

x1, x2 0 

 

ن النموذج المقابل للمشكلة أعلال هو   وا 
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Min Zy= 16 y1+11y2+15y3 

s.t 

2y1+y2 + y3  C1 

y1+2y2  +3 y3  50 

y1, y2, y3  0 

 فةننا نستخدم المعادلة الآتية  y3ه y2ه y1ولغرض إيجاد قيم 
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 تكون موجبة دائماى أكبر من الصفر لتحقيت شرلا عدم السالبية فةن:  y3ه y2ه y1وبما إن قيم 

2...0
3

100

1...0
3

502

1

1







c

c

 

 المتباينتين أعلال يتم  من

 وكالآتي: c1إيجاد مدى التغير في 
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 من النتائج التي حصلنا عليها هو:  c1إذاى يصبل مدى 

25c1100 

وذلررع  X2وبررنفس الطريقررة يمكررن إيجرراد مرردى التغيررر فرري معامررل دالررة الهرردف للمتغيررر الثرراني 
فرري  X2( كمررا هرري ونفترررض إن معامررل 30هررا )أي أن تبقررى قيمت X1بررافتراض بثابررت معامررل 

 ( الوارد في أعلال  إن النموذج المقابل للمشكلة أعلال هو: 2لنفس المثال ) c2دالة الهدف هو 
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 فةننا نستخدم المعادلة الآتية  y3ه y2ه y1ولغرض إيجاد قيم 
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 نموذج المقابل لذا فةن ولتحقيت شرلا عدم السالبية لل
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 وباختصار المتباينتين في أعلال فةننا نحصل على 
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 في دالة الهدف هو X2إذن يصبل مدى التغير للمعامل 

15c260 

وبنفس الطريقرة يمكرن إيجراد ثانيراى مردى التغيرر فري معراملات المتغيررات المكملرة للنمروذج وهري 
S1 هS2  ويترع إيجادها كواجب للطالب 
 

 

 
 التغيرات في معاملات متغيرات القرار في القيود   4-4

Changes in the technological coefficients of decision variable  

إن التغيرررات فرري معرراملات متغيرررات القرررار يررؤثر مباشرررة علررى عناصررر مصررفوفة الحررل والترري 
بات ويمكن أن تؤشرر علرى الجانرب الأيسرر لقيرود المشركلة المقابلرة تؤدي إلى التعقيد في الحسا

 المتعلقة بها 
وقررررد تجعررررل مررررن الحررررل الحررررالي للمشرررركلة حررررل غيررررر ممكررررن أو غيررررر مثالي وعليررررت فررررةن تحليررررل 
الحساسية في هذل الحالة لن يعطي بيانات مباشرة فيما يتعلت بمثاليرة أو إمكانيرة حرل المشركلة 

كلة أو حل نموذج البرمجة الخطية من الأسراس باسرتخدام طريقرة ولذلع يفضل إعادة حل المش
Simplex method  وبعرررد ذلرررع ستحصرررل علرررى متغيررررات أساسرررية ومتغيررررات غيرررر أساسرررية

 جديدة وفقاى لوصولنا لحل آخر 
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 إضافة متغير أو متغيرات جديدة  4-5

Addition of anew variable (variables) 

 ( السابت ذكرل 2للمثال ) لو افترضنا إن النموذج المقابل
 هو 
 

Min Z= 16y1+11y2+15y3 

s.t  

2y1+y2+y3 35 

y1+2y2+3y3 55 

y1, y2, y3 0 

 ( للمشكلة الأصلية x3فةذا افترضنا باننا قمنا بةضافة متغير جديد )
على التوالي أمرا معاملرة فري دالرة 3 12,ه 4بحي  إن معاملات المتغير في القيود الثلاثة هي 

  40و يساوي الهدف فه
 نلاحظ بان شكل القيد في النموذج المقابل يظهر كالآتي: 

 4y1+2y2+3y3 40القيد الجديد 
 إن الحل الأمثل للنموذج السابت في جدول الحل الأمثل هو:

y1=10/3, y2= 70/3, y3=0 

 لو عوضنا هذل القيم بالقيد الجديد أعلال فةننا نحصل على الآتي:

4060

40)0(3)
3

70
(2)

3

10
(4




 

 أي إن القيد يتحقت مع قيم الحل الأمثل للنموذج 
( فررري الجررردول الأخيرررر يرررتم ذلررررع x3ولغررررض اسرررتخراج )حسررراب( معررراملات المتغيرررر الجديرررد )

 كالآتي: 
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 أما النتائج في جدول الحل الأمثل الأخير فتظهر كما في الجدول أدنال 

B.V X1 X2 X3 S1 S2 S3 B 

S3 0 0 1 1/3 -5/3 1 2 

X1 1 0 2 2/3 -1/3 0 7 

X2 0 1 0 -1/3 2/3 0 2 

Z 0 0 20 10/3 70/3 0 310 

موجررب  أمررا  Zفرري الصررف  x3نلاحررظ فرري الجرردول إن الحررل لا يررزال مثاليرراى وذلررع لأن معامررل 
ه نجررد إن شرركل القيررد فرري النمرروذج المقابررل 65فرري دالررة الهرردف هررو  x3لررو فرضررنا إن معامررل 

 سيكون كالآتي: 
4y1+2y2+3y3 65 

 ولو عوضنا قيم الحل الأمثل للنموذج المقابل في القيد الجديد نحصل على  
4(10/3)+2(70/3)+3(0) 65 

60 65 

 أي إن القيد لا يتحقت مع قيم الحل الأمثل للنموذج  
 أما النتائج في الجدول الأمثل الأخير فتظهر كما في الجدول الآتي:

 

 
B.V X1 X2 X3 S1 S2 S3 B 

S3 0 0 1 1/3 -5/3 1 2 

X1 1 0 2 2/3 -1/3 0 7 

X2 0 1 0 -1/3 2/3 0 2 

Z 0 0 -5 10/3 70/3 0 310 

 

( كمرا هرو واضرل 5-سرالب ومقردارل ) Zفي الصف  x3نلاحظ إن الحل لا يتحقت لأن معامل 
كمتغيررر داخررل   x3فرري الجرردول  لررذلع ولغرررض الحصررول علررى الحررل الأمثررل سررنقوم باختيررار 

 لحين الوصول إلى الحل الأمثل   وتكملة الحل
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 ضافة قيد أو قيود جديدة  إ 4-6
Addition of new constraint (constraints) 

بهدف دراسة تراثير إضرافة قيرد جديرد إلرى مشركلة البرمجرة الخطيرة وفري حالرة تحقيرت هرذا القيرد 
لا يررؤثر علررى  باسررتخدام قرريم الحررل الأمثررل يمكررن فرري هررذل الحالررة اعتبررار هررذا القيررد قيررداى فائضرراى 

 الحل الأمثل   
 ( هو القيد 2مثلاى لو فرضنا إن القيد المراد إضافتت للمثال رقم )

x1+4x2 16 

 الواردة في جدول الحل الأمثل نحصل على  x2ه  x1وبالتعويض عن قيم 
7+4(2)  16 

15  16 

علرى الحرل  أمرا إذا لذا نجرد إن القيرد يتحقرت وعليرت يمكرن اعتبرار هرذا القيرد فائضراى لا تراثير لرت 
 فرضنا إن القيد الجديد هو الآتي:

x1+4x2 13 

 نحصل على  x2ه  x1وبتعويض قيم 
7+4(2)  13 

15  13  

 هنا نلاحظ إن القيد أعلال لا يتحقت 
 ولغرض دراسة تاثير هذا القيد على المشكلة يتم إضافة القيد الجديد وهو 

x1+4x2+…+s4=13 

وتعويضهما في القيد الجديد للحصرول  x2ه  x1بعد استخراج قيم إلى الجدول الأخير للمشكلة 
 الذي يتضمن معاملات الصف المطلوب إيجادها وكالآتي: s4على قيم الصف 

 في الجدول هو  x1صف 
X1+(2/3)S1-(1/3)S2= 7 

 بدلالة بقية المتغيرات x1ومنت نحصل معادلة 
X1= 7-(2/3)S1+(1/3)S2 

 حي   X2كذلع بالنسبة إلى 
X2-(1/3)S1+(2/3)S2= 2 

X2= 2+(1/3)S1-(2/3)S2 
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 في القيد الجديد نحصل على x2ه  x1وبتعويض قيم 

[7-(2/3)s1+(1/3)s2]+ 4[2+(1/3)s1-(2/3)s2]+ s4= 13 

(2/3)s1-(7/3)s2+s4= -2 

 لذا فةن الجدول الأخير سيظهر بالشكل الآتي

B.V X1 X2 S1 S2 S3 S4 B 

S3 0 0 1/3 -5/3 1 0 2 

X1 1 0 2/3 -1/3 0 0 7 

X2 0 1 -1/3 2/3 0 0 2 

S4 0 0 2/3 -7/3 0 1 -2 

Z 0 0 10/3 70/3 0 0 310 

 

يحتروي علرى قيمرة سرالبة ممرا يجعرل الحرل غيرر ممكرن  Bمن الجدول نلاحظ إن عمود الثابت 
للرتخلص  Dual simplex methodويتطلب ذلع تطبيت الطريقرة المبسرطة للنمروذج المقابرل 

 لبة السا S4من قيمة 
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 أسئلة الفصل الرابع
 

1. From the L.P model  

Max Z= 10x1+12x2 

s.t  

2x1+2x2 4 

8x1+2x2 8 

X1, X2 0 

And the optimal solution of this table  

B.V X1 X2 S1 S2 B 

X2 1 1 ½ 0 2 

S2 6 0 -1 1 4 

Z 2 0 6 0 24 

 

A. Find the optimum solution if the (R.H.S) changes from 
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to   

B. Find the optimum solution if the objective function changes from 

(max Z= 10x1+12x2) to (max Z= 10x1+8x2) 

 

2. From the L.P model  

0,,

65

25

325

321

2321

1321

321









xxx

bxxx

bxxx

xxxMaxZ

 

and the optimal solution of this model  

B.V X1 X2 X3 S1 S2 B 
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X1 1 5 2 1 0 30 

S2 0 0 -8 -1 1 10 

Z 0 A 7 B c 150 

 

A. Find b1,b2 using changes in the (R.H.S)? 

B. Find the values of the Dual model (y1,y2)= (b,c)? 

C. The coeffient of x2 in the optimal solution table (a)? 

D. Find the optimal solution if the objective function changes from 

(Max Z= 5x1+2x2+3x3) to (Max Z= 3x1+x2+3x3)? . 

E. Test the optimality of the solution if the (R.H.S) changes from 
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F. Test the optimality of the solution if the (R.H.S) changes from 
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 التخصيص شاكلم و نماذج النقل الفصل الخامس/
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Transportation Models and Assignment Problems   
 مقدمة وتعريف نموذج النقل 5-1

  Introduction and Definition of Transportation Model  

 

   Balancing of Transportation Model       موازنة نموذج النقل  5-2
 أسلوب حل نموذج النقل 5-3

 Solution Technique of Transportation Model  
 إيجاد الحل الأساسي الابتدائي المقبول 4 -5

 Solution Starting Basic Feasible  

  North West –Corner Methodطريقة الركن الشمالي الغربي  5-4-1

 Least cost Methodطريقة أقل كلفة                               5-4-2

  Vogel’s Approximation Method               طريقة فوجل 5-4-3

 طريقة روسيل التقريبية 5-4-4

 Russels Approximation Method(R.A.M) 

 اختيار الحل الأساسي الابتدائي المقبول للحصول على الحل الأمثل  5-5
Testing of S.B.F.S for optimal solution 

 Stepping Stone Method                    طريقة المسار المتعرج5-5-1  
  Method Multipliers                 طريقة عوامل الضرب        5-5-2
 Assignment Problem                                مشكلة التخصيص 5-6
  Definition of Assignment Model         تعريف نموذج التخصيص 5-6-1

الطريقة البديلة لطريقة التبديل   2-6-5 

    Replaced Method of Arranging Method  

   One’s Methodطريقة الوحدات          5-7
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 مقدمة وتعريف نموذج النقل 5-1
  Introduction and Definition of Transportation Model  

سوف نتناول في هذا الفصل إحدى تطبيقات البرامج الخطية ألا وهو نموذج النقل )نموذج 
هذا النموذج في إيجاد القيمة الصغرى لكلفة نقل البضاعة من عدة مصادر  التوزيع( يبح 

والتي قد تمثل المراكز الإنتاجية أو التسويقية أو المصانع التي تنقل منها  Sourcesللعرض 
  Destinationالبضاعة إلى عدد من محطات الطلب أو مراكز الاستهلاع 
المطلوبة في كل موقع يفترض أن إن الكميات المعروضة عند كل مصدر والكميات 

تكون معلومة وعلى سبيل المثال المنتج ربما ينقل من البضائع التي تمثل المصادر هنا إلى 
 المخازن المركزية )المواقع( 

بالإمكان تحليل مسالة النقل )لتحديد الكميات المثلى التي ستنقل من المصادر إلى 
ريقة العامة المطبقة عند تحليل مسائل البرمجة المواقع باقل كلفة نقل ممكنة باستخدام الط

( لكن نظراى لطبيعة مسالة النقل الخاصة فقد simplex methodالخطية )طريقة السمبلكس 
طورت طرق جديدة لها ميزات خاصة تجعلها ملائمة عند التحليل بشكل أفضل من طريقة 

السمبلكس في المعالجة السمبلكس وان هذا الأسلوب الجديد في التحليل يختلف عن طريقة 
الرياضية للمسالة لكنت من حي  المبدأ يلتقي معها تماماى باعتبارل يبدأ باختيار الحل الأساسي 

ومن ثم يطور هنا  S.B.F.S Starting Basic Feasible solutionالابتدائي المقبول 
( في نهايتاها الحل للوصول إلى الحل الأمثل الذي تكون عندل قيمة دالة الكلفة )دالة الهدف
 الصغرى  وسوف نبين في الفقرة التالية التعريف الرياضي العام لنموذج النقل 

من محطات )الاستهلاع( إضافة  nمن مصادر التجهيزه  mويتضمن نموذج النقل 
 إلى ذلع نفترض إن:

ai(  يمثل عدد الوحدات المعروضة عند المصدر من حي :i= 1,2,3,…. m) 
bjالمطلوبة بالبينة للموقع  : يمثل عدد الوحداتj (  حيj= 1,2,3,…,n) 
cij كلفة نقل الوحدة الواحدة من البضاعة من المصدر إلى الموقع :j 
xij عدد الوحدات التي ستنقل من المصدر :i  إلى الموقعj  والجدول الآتي يعرض الصورة

 الجدولية العامة لنموذج النقل 
Destination 
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 1 2 j… N Supply 

1 C11 

X11 

C12 

X12 

Cij 

Xij 

Cin 

Xin 

 

a1 

2 C21 

X21 

C22 

X22 

C2j 

X2j 

C2n 

X2n 

 

a2 

3 C31 

X31 

C32 

X32 

C3j 

X3j 

C3n 

X3j 

 

a3 

      

I Ci1 

Xi1 

Ci2 

Xi2 

Cij 

Xij 

Cin 

Xin 

 

ai 

      

M Cm1 

Xm1 

Cm2 

Xm2 

Cm3 

Xm3 

Cmn 

Xmn 

 

am 

Demand b1 b2 bj bn  

 

موذج النقل هو تحديد العدد الأمثل من الوحدات التي ستنقل اتضل لنا إن الهدف من تحليل ن
اعتماداى على هذا الهدفه يمكننا كتابة  cباقل كلفة ممكنة  jإلى الموقع  iمن المصدر 

 نموذج البرمجة الخطية المكافا لنموذج النقل بالشكل التالي

ij

m

i

n

j

ij XCXMinimize 
 


1 1

0  

 طبقاى إلى 



 123 

0

,...2,1

,...2,1

1

1















ij

i

n

j

ij

i

m

i

ij

X

njbX

miaX

 

دراسة مشكلة النقل تعرض الصورة الجدولية التالية التي تمثل نموذج نقل مبسطة من لتسهيل 
n=3, m=2 

 (2جدول رقم )
 

           TO 

 

 From   

D1 D2 D3 

الكمية 
المعروضة 
Supply 

S1 

C11 

X11 

C12 

X12 

C13 

X13 

 

a1 

S2 

C21 

X21 

C22 

X22 

C23 

X23 

 

a2 

Demand b1 b2 b3  

 

نقل الوحدة الواحدة من البضاعة من المصدر الأول إلى الموقع الأول كلفة  C11حي  تمثل 
 X12تمثل كلفة نقل الواحدة من المصدر الثاني إلى الموقع الثال  وهكذا أما  C23وكذلع 

فتمثل عدد الوحدات التي ستنقل من المصدر الاول إلى الموقع الثاني وعلى نفس الأساس 
 Xijتعرف بقيمة قيم 

تضل إن الكمية المنقولة من المصدر الأول إلى المواقع الثلاثة يجب أن لا ي 2 من الجدول 
 ( أي إن a1تزيد على الكمية المعروضة )

x11+x12+x13 a1 

 وكذلع
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x21+x22+x23  a2 

إضافة إلى ذلع فةن مجموع الكمية المنقولة إلى المصدر الأول يجب أن لا تقل عن احتياج 
 ه يجب أن يكون   بعبارة أخرى b1ذلع الموقع وهي 

x11+x21  b1 

x12+x22  b2
 

x13+x23  b3 

 أما دالة كلفة النقل الكلية )دالة الهدف( فستكون: 
x0= c11x11+c12x12+c13x13+c21x21+c22x22+c23x23 

 واستناداى إلى ما ورد سابقاى يمكننا اختصار تعريف مشكلة النقل بالصورة العامة التالية:
 ي الصغرى ح x0استخرج قيمة 

ij

m

i

n

j

ij XCX 
 


1 1

0  

 وفقاى إلى مجموعة القيود  

2  .   .      ,....,2,1

,...,2,1

1

1

njbX

njaX

j

m

i

ij

n

n

j

ij













 

),(0 jiX ij  

لو قارنا هذل الصيغة العامة للبرمجة الخطية نلاحظ إن دالة الهدف القيود تمثل صيغة من 
ليل صيغ البرمجة الخطية لذلع نجد من الممكن استخدام الطريقة العامة المطبقة عند تح

 البرامج الخطية )طريقة السمبكلس( 
أن إيجاد الحلول المطلوبة لمشكلات النقل يتم  بتحويل قيود المتباينات المشار إليها أعلال 

 إلى قيود مساواة   
 
 

 

 Balancing of Transportation  Model   موازنة نموذج النقل 5-2 
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 ينتج من التعريف العام لنموذج النقل إن 

  
  


m

i

i

m

i

n

j

ij

n

j

m

i

ij

n

j

j aXXb
11 11 11

)()( 

يعني إن الكمية المعروضة في جميع المصادر يجب أن تساوي الكمية المطلوبة كل المواقع 
ولكن هذا الشرلا بالنسبة للمواقع العملي ويعتبر شرلا افتراضي إذ قد تكون الكمية المعروضة 

" من الجدير unbalancedأصغر أو أكبر من الكمية المطلوبة يكون النموذج غير متوازن "

)(الذكر إن الشرلا التوازن بتساوي الكمية المعروضة مع الكمية المطلوبة ب 
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j

j

m
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n ba
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شرلا مهماى لتطوير أسلوب النقل  ولكن بالرغم من ذلع فةن أي مسالة عملية بالإمكان جعلها 
متوازنة بتحويلها إلى مسالة يتساوى فيها العرض مع الطلب فعندما تكون الكمية المطلوبة 

يعمل على  Dummy sourceمن المعروضة يضاف لجدول التكاليف مصدر وهمي  أكبر

)(تجهيز الكمية التي حصل فيها العجز والتي مقدارها   
i

i

j

j ab 

أما إذا كانت الكمية المطلوبة أصغر من المعروضة عندئذ يضاف موقع وهمي       
Dummy Destination   ضة الإضافية والتي مقدارها يعمل على امتصاص الكمية المعرو

 
j

j

i

i ba ( المصدر الوهمي Cijبقي أن نذكر بان تكاليف النقل للوحدة الواحدة ) )(

إلى جميع المواقع تساوي صفر لأنها مكافئة إلى عدم نقل أي عدد الوحدات من هذا 
وهمي تساوي المصدره وبالمثل تكون كلفة نقل الوحدة الواحدة من المصادر إلى الموقع ال

 صفر 

 أسلوب حل نموذج النقل 5-3
 Solution Technique of Transportation Model  

 تتضمن الخطوات الأساسية لتحليل نموذج النقل ما يلي: 
 solution starting Basic Feasibleتحديد الحل الأساسي الابتدائي المقبول -1

(S.B.F.S) 
ي تحقت كافة القيود الواردة في نموذج النقل  والتي الت Xijوالذي نقصد بت يتم المتغيرات   

 أشرنا إليها سابقاى بالمعادلات التالية
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j
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n
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ij bXaX  
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( من بين المتغير الغير أساسية Entering Variableتحديد المتغير الداخل إلى الحل ) -2
ليت  وان عدد وتجدر الإشارة إ S.B.F.Sوالتي نتجت من الخطوة الأولى أي بعد تحديد 

-(m+n-1والمتغيرات المتبقية ) m+n-1يجب أن يساوي  S.B.F.Sالمتغيرات التي تكون 
mn  فتمثل مجموعة المتغيرات الغير أساسيةNon- Basic Variable  فةذا حققت

الواردة في طريقة  Optimality Conditionالمتغيرات الغير أساسية شرولا الأمثلية 
إيجابي( عندئذ نتوقف عن الحسابات التكرارية  x0على قيمة السمبلكس )أي إن تاثيرها 

ويكون الحل المستخرج في الخطوة الأولى )أي الحل الأساسي الابتدائي المقبول( هو الحل 
 الأمثل  وفيما عدا ذلع نلجا إلى الخطوة الثالثة  

ي من مجموعة المتغيرات الأساسية الت Leaving Variableتحديد المتغير الخارج  -3
ومن ثم سنستخرج حل أساسي جديد ومستمر بالحسابات التكرارية إلى  S.B.F.Sتكون أل 

أي الحل المقبول الذي يجعل قيمة دالة  Optimal Solutionأن نحصل على الحل الأمثل 
 (Minimumالهدف )دالة الكلفة الكلية( أقل ما يمكن )

 وسوف نحصل هذل الخطوات بالتفصيل: 
لابد من التعرف  S.B.F.Sإيجاد الحل الأساسي الأولي المقبول  وقبل التطرق إلى طرق 

 على الجوانب النظرية الأساسية لنموذج النقل 
 

 (1نظرية )
 اثبت إن لمشكلة النقل حل  مقبول 

 البرهان: بما إن 
 

Aba
n

j

j

m

i

i 
 11

 

 )العرض= الطلب(
 فةننا نحصل على حل مقبول 
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0.  ijji
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 هذا الحل المقبول القيد الأول كالآتي:  حي  يحقت

a
A

Aa
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 وكذلع يحقت القيد الثاني

j
i
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i

jim

i
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n

i

ij b
A

Ab

A

bb
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ba
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 n=5, m=3لنفرض إن  
 معادلات وكالآتي:  8فةننا سوف نحصل على 

(1) x1+x12+x13+x14+x15=a1 
(2) x21+x22+x23+x24+x25=a2 

(3) x31+x32+x33+x34+x35= a3 

(4) x11+x21+x31=b1 

(5) x12+x22+x32=b2 

(6) x13+x23+x33=b3 

(7) x14+x24+x34=b4 

(8) x15+x25+x35= b5 

( 3( و )2( وطرحنا من حاصل الجمع المعادلتان )8( إلى المعادلة )4فةذا جعلنا المعادلة )
 (1فةن النتيجة التي نحصل عليها المعادلة رقم )

بقية تكون نظام وان القيود المت redundant( معادلة زائدة 1من هذا يتبين بان المعادلة رقم )
 من القيود المستقلة خطياى 

 ومن هذا نستنج بان هناع معادلة زائدة واحدة فقط في معادلة القيود 
 (1نتيجة )

 من المتغيرات الأساسية  m+n-1إن الحل الأساسي لمشكلة النقل يتكون من 
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 (2نظرية )
ى ما توفرت مت X=(xij)mnإن الحل الأمثل لمشكلة النقل هو أي حل أساسي مسموح بت 

m+n  من الأعدادv1,v2,…,vn,u1,u2,…,um  بحي  إن 
 j,iلكل أقيام  ui+vj=cij   أ

 متغيراى أساسياى  xijوعندما يكون   j,iلجميع قيم  ui+vj cij   ب

 البرهان:
mnijxxليكن  )(  أي حل أساسي مسموح بت باستخدام الفقرتين أه ب نجد إن 

ij

m

i j

ij

ijj

m

i

n

j

i

n

j

ij

m

i

i

m

i

ij

n

j

j

i

m

i

ij

n

j

j

n

j

ij

m

i

i

m

i

ij

n

j

j

ijijij

m

i

n

j

ij

XC

xvu

xuxv

aubv

xux

xuvxC













 

 







 













1

2

1

1 1

1111

11

1111

1 1

)(

)(

 

 
 
 

 (2 يجة )نت
فةن  kعلى التوالي لأي قيمة محدودة  vj+k, ui-k( ب 2المعرفة في ) vj,uiإن إبدال أقيام 

 ذلع لن يؤثر على مضمون النظرية  
( نستنتج إنت لاختبار أمثلية أي حل أساسي مسموح بت لابد من إيجاد أقيام 2 من النظرية )

vj,ui  والتي عددهاm+n كلف النقل  من حل الفقرة ب  وحي  إن عددCij  هيm+n-1 
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من المعادلة الحاوية  m+n-1والتي هي بقدر عدد المتغيرات الأساسية  فهذا يعني إن لدينا 
( نستطيع أن نفرض 2 وبالاعتماد على نتيجة ) vj,uiمن المتغيرات المجهولة  m+nعلى 
في  kقيمة  في اختبار أمثلية الحل )أي اختبار vj,uiدون أن يؤثر ذلع على أقيام  u1=0إن 

من  m+n-1( وبذلع يكون لدينا2المعطاة في النظرية ) u1( مساوياى إلى 2النتيجة )
من المتغيرات المجهولة التي يمكن إيجادها باستخدام التعويض  m+n-1المعادلات الحاوية 

نستطيع اختبار أمثلية الحل باستخدام الفقرة ب لتكن  vj,uiالتعاقبي وبعد إيجاد جميع أقيام 
cij= cij-ui-vj  

تكافا الشرطين أه ب وبذلع يكون الحل المرافت لكل من  j,iلكل من قيم  cij 0نلاحظ إن 
vj,ui  حلاى أمثلاى متى ما كانت لكل أقيامj,i  

cij= cij-ui-vj 0  
 
 إيجاد الحل الأساسي الابتدائي المقبول  4 -5  

 Solution Starting Basic Feasible  

لعام لنموذج النقل أن تكون الكمية المعروضة مساوية للكمية المطلوبة يتطلب التعريف ا
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i ba
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 كما أشرنا إلى ذلع سابقاى  ومن هذا ينتج إن:

نموذج النقل سيتضمن معادلة واحدة معتمدة والمعادلات الباقية تعتبر مستقلة وهذا يعني إن 
S.B.F.S. ( يتكون منm+n-1من المتغيرات الأ ) ساسية والتي عددهاmn-(m+n-1) 

فهي غير أساسية )أي إن قيمتها تساوي صفر( توجد ثلا  طرق تستخدم لتحديد أل 
S.B.F.S  :وهي على الترتيب 

 
 
 Northwest- Corner Methodطريقة الركن الشمالي الغربي  -1

 Least Cost Methodطريقة أقل كلفة ممكنة 2- 

 Vogel's Approximation Method (VAM)طريقة فوجل  -3
 

  North West –Corner Methodطريقة الركن الشمالي الغربي  5-4-1
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في هذل الطريقة نبدأ بتخصيص أكبر كمية ممكنة للمتغير الواقع في الركن الشمالي الغربيه 
 ه وحسب الأسلوب الآتي: x11أي المتغير 

الصف الأول لأن   ثم يحذف x11 للمتغير a1تخصص الكمية  a1  <b1إذا كانت  1- 
وتخصص قيمة  x21مجموعت أصبل صفر ونعدل مجموع العمود الأول ثم ناخذ الخلية 

على ضوء الكمية المعروضة في المصدر الثاني والكمية المطلوبة في الموقع  x21للمتغير 
 الأول 
   ونحذف العمود الأول ونعدل x11 للمتغير b1نخصص الكمية  a1  >b1أما إذ كانت 2 -  
  x12عة الصف الأوله ثم نستمر بالتخصيص ابتداءى بالمتغير الآخر مجمو 

مساو لأحدهما وفي هذل الحالة سيصبل  x11عندئذ نضع  b1  =a1ما إذا كانت الكمية  أ3 -
ونخصص  x22مجموعة الصف الأول صفر وكذلع العمود الأول صفر  لذلع ناخذ المتغير 

 لثاني والكمية المطلوبة في الموقع الأول لت قيمة على ضوء الكمية المعروضة في الصف ا
نستمر باشغال المربعات حسب الكميات المعروضة في الصف والكميات المطلوبة في 1 - 

 ( من المتغيرات الموجبة m+n-1العمود إلى أن نحقت العدد )

( من المتغيرات الموجبة سيكون الحل m+n-1في حالة عدم تحقت العدد )2 - 
Degenerate Solution ه لذلع نكمل هذا العدد باعتبار بعض المتغيرات الغير أساسية

 متغيرات أساسية بقيمة تساوي صفر  cوالتي لها كلفة نقل أقل ما يمكن 

 
 1مثال رقم 

 استخرج الحل الأساسي الابتدائي المقبول لنموذج النقل الآتي:
Example1: Find the solution starting basic feasible to transportation 

model  
 3جدول رقم 

T0    
 From   

D1 D2 D3 D4 Supply  

S1 10 0 20 11 15 

S2 12 7 9 20 25 

S3 0 14 16 18 5 

 5 15 15 10 45 
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Demand 

 

45الحل: نلاحظ إن النموذج متوازن لأن 
11
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j
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للمتغير  b1ة لذلع نخصص قيم x11 (a1=15, b1=5, b1<a1)نبدأ بتحديد قيمة المتغير 
x11  ونحذف العمود الأول ونعدل مجموع الصف الأول إلى عشرةه ثم تستمر أفقياى أي ناخذ

  بعد ذلع ننقل  10تساوي  x12وعليت تكون قيمة  x12 (a1=10, b2=15, a1<b2)المتغير 
والجدول الآتي  x34ه بعد ذلع نخصص للمتغير 15ونخصص لت قيمة تساوي  x22للمتغير 

 خطوات: يلخص هذل ال
 

 4 جدول رقم 

5 10   15-10-00 

 5 15 5 25-20-5-0 

   5 5  0 

5 15 

5 

0 

15 10 

5 

0 

 

 

وبهذا يصبل عدد المتغيرات الأساسية )الموجبة( التي تكون الحل الأساسي الابتدائي المقبول 
 ( وهي على الترتيب m+n-1ستة متغيرات حسب القاعدة )

x1 1= 5x12 = 10x2 2=5x23 = 15x24 = 5  x34= 5 

 واعتماداى على هذل القيم تكون قيمة 
x0= 5(10)+10(0)+5(7)+15(9)+5(20)+5(18)= 410 

وأخيراى لابد من القول فةن طريقة الركن الشمالي الغربي تحقت العدد المناسب من المتغيرات 
( ولكنها لا تستند على مبدأ علمي عند توزيع الكميات m+n-1الأساسية الموجبة )

وضة على مواقع الطلب وبهذا فهي لن تحقت التوزيع الكفؤ الذي يخفض التكاليف  المعر 
للحصول على الحل  .S.B.F.Sإضافة إلى إنها تتطلب حسابات تكرارية مطولة عند اختبار 

 الأمثل 
 Least cost method     طريقة أقل كلفة  5-4-2
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قل ممكنة يتطلب هذا  يتم توزيع الكميات المعروضة على المطلوبة حسب أقل كلفة ن
استعراض جدول التكاليف وتحديد أصغر كلفة نقل ممكنة عندئذ نخصص قيمة لهذا المتغير 
على ضوء الكمية المعروضة في الصف والكمية المطلوبة في العمود )أي الصف والعمود 

 اللذان يحددان موقع هذا المتغير( 
المتغير وهكذا سنستمر إلى أن  بعد ذلع نحدد أصغر كلفة ممكنة أخرى ونخصص قيمة لهذا

 يتم توزيع كافة الوحدات المعروضة على المطلوبة  
ويجب أن نلاحظ إنت عندما تتساوى أصغر كلفتين في الجدول فةن الاختيار بينهما يكون 

 عشوائياى  وفيما يلي مثال توضيحي لهذل الطريقة: 
 (2مثال رقم )

 وذج النقل الآتي حسب طريقة أقل كلفة ممكنة:استخراج الحل الأساسي الابتدائي المقبول لنم
Example2: Find the basic primary solution of Transportation 

according to least cost method 
 5جدول رقم 

 TO 

 From   
D1 D2 D3 Supply  

S1 1 2 6 7 

S2 0 4 2 12 

S3 3 1 5 11 

Demand 10 10 10 30 

 

( هي c21=0نموذج متوازن بعد استعراض جدول الكلف نجد إن )نلاحظ أولاى إن الالحل: 
( بعد b1<a2لأن  b1)قيمة تساوي x21 ممكنةه لذلع سنخصص قيمة للمتغير -أصغر كلفة

وعليت  c32=1حذف العمود الأول لأن مجموعة أصبل صفراىه نجد إن أصغر كلفة أخرى هي 
ه وبعد تعديل a2<b3لأن  2 )قيمة تساوي  x23قيمة للمتغير  x32نخصص قيمة للمتغير 

( وأخيراى ستكون قيمة المتغير 1)قيمة =  x33مجموع العمود الثال  نخصص قيمة للمتغير 
x13   مساوية للوحدات السبعة المتبقية والجدول التالي يلخص هذل الحسابات 

 6جدول رقم 

 
     1     2     7         6   
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  7   0 

      0 10 

 

    4      2        2  

 

 

12 2 0 

      3 

 

    10      1  
 

     1       5  
 

 

11 1 0 

10 

0 

 

10 

0 

10 

8 

7 

0 

 

 هي .S.B.F.Sيتضل إن المتغيرات التي تكون  6من الجدول رقم 

x13 =9  x21 =10  x23 =2  x32 =10  x33=1 

 وقيمة دالة الهدف ستكون  

x0= 7(6)+10(0)+2(2)+10(1)+1(5)= 61 units 

   Vogel s Approximation Method طريقة فوجل               5-4-3

)طريقة                        تعتبر طريقة فوجل أفضل من الطريقتين الأولى والثانية 
لما تميز بت هذل  S.B.F.Sالركن الشمالي الغربي وطريقة أقل كلفة ممكنة( عند استخراج 

كننا من الحصول على الحل الأمثل لنموذج النقل بصورة مباشرة أو بعد الطريقة من ميزات تم
 تطبيت عدد صغير جداى من الدورات الخاصة بالحسابات التكرارية 

 ونعرض فيما يلي الخطوات الأساسي لهذل الطريقة: 
حساب الفرق بين أصغر كلفتين من كل صف ومن كل عمود من جدول التكاليف  1 -

  Penalty costلمة الجزاء ويسمى هذا الفرق بك
نختار الفرق الأكبر من بين تكاليف الجزاء للصفوف والأعمدة على السواء وفي حالة  -2

 تساوي بعض الفروق نختار الصف أو العمود المناظر لأعلى فرق عشوائياى  

بعد تحديد الصف أو العمود المناظر الأكبر فرق نخصص قيمة للمتغير الذي تكون  -3
ما يمكن في ذلع الصف والعمود أو تكون الكمية المخصصة هي أكبر كمية كلفة نقلت 

 متاحة لتسديد حاجة الموقع المعني   

 نحذف الصف أو العمود الذي أصبل مجموعة صفراى أي الذي تم تحقيقت  1 -
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نكرر الخطوات الأربعة أعلال ونستمر إلى أن نوزع جميع الوحدات المعروضة على  -2
   الوحدات المطلوبة

  2وفيما يلي تطبيت لهذل الطريقة على المثال رقم 
بعد ذلع نحذف العمود  x23حي  تم تخصيص أكبر كمية متوفرة في المصدر الثاني للمتغير 

 الثال  لأن مجموعة أصبل صفراى 
والآن نكرر حساب الفروق للصفوف والأعمدة المتبقية ونختار الصف الثاني المقابل لأكبر 

وهذا إلى أن نحصل على الحل الأساس الابتدائي  x21قيمة للمتغير ونخصص  4فرق وهو 
بطريقة فوجل يتطلب في بداية الأمر بعض  S.B.F.Sالمقبول بالرغم من إن استخراج 

الخطوات الحساسة لكن هذا لا يهم مادام يوفر لنا  الحل المطلوب والذي يحقت الحل الأمثل 
 باقصر عدد ممكن من الخطوات الحسابية  

 إن الحل الأساسي الابتدائي المقبول هو:  7تضل لنا من الجدول رقم وي
x11=7, x21=2, x31=1, x32=10 

 

 

 7جدول رقم 

 T0 

 From 

  
D1 D2 D3 Supply 

الجزاء  كلفة
 للصفوف

S1 1 

7 

 2   6 7 

0 

1 1 1  

S2  0 

2 

 4  2 
10 

2 

0 

2 4 - 

S3 3 

1 

 1 

10 

 5 11 

1 

2 2 2  

demand 

10 

8 

1 

 

10 

0 

10 

10 

0 
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 1 كلف جزاء للاعمدة

1 

2 

1 

1 

1 

3 

- 

- 

  

Minz=7*(1)+2(0)+10(2)+0(7)+1(B)+10(1)=40 

 طريقة روسيل التقريبية  5-4-4
 Russels Approximation Method(R.A.M) 

هذه الطريقة افضل من طريقة فوجل لأنها تعطينا حل ابتدائي أقرب للحل الامثل)خصوصا 

 كبيرة( وخطواتها هي:للمصفوفات ال

aتحديد أعلى كلفة نقل لكل صف) يرمزلها  - أ
-

b( ولكل عمود) ويرمز لها 
-

.) 

aتشكيل مصفوفة جديدة كلفها هي)  - ب
-
 -b

-
 Cij

- 
=( Cij-. 

Cijنحدد الخلية التي لها اصغركلفة نقل ) -ج
-

(, ونعطي لمتغيرها أكبر كمية ممكنة والتي 

 .min.(ai,bj)تساوي

المتحقق وتغير كمية تجهيزالصف أو طلب العمود الذي تقع فيه الخلية  يحذف الصف)العمود( -د

 الى مقدار الفرق بين كميتي التجهيز والطلب المقابلة لهما.

 عمود( واحد نعطي الصف)العمود(المتبقي كميات الطلب والتجهيز المتبقية0اذا بقى صف 1. -ه

 أ(. ). اذا بقى اكثر من صف )عمود( واحد نعود للخطوة 2

(: اوجد الحل الاولي لمشكلة النقل بأستخدام طريقة روسيل التقريبية المبينة في الجدول 1ثال)م

(1.) 

Example(1): find the starting solution in the following transportation 

problem by using Russels Approximation Method (R.A.M) which 

explains in table (1):  

SUPPLY D1 D1 D1 D1  

15 5 4 3 2 S1 

20 2 5 2 3 S2 
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25 3 2 1 4 S3 

 15 12 10 8 Demand 

 

بسبب عدم التوازن لان كميات العرض اكبر من كميات الطلب لذلك سنضيف عمود جديد لغرض 

 التوازن.

SUPPLY D5 D4 D3 D2 D1  

15 0 5 4 3 2 S1 

20 0 2 5 2 3 S2 

25 0 3 2 1 4 S3 

60 15 15 12 10 8 Demand 

 

 الحل النهائي الاولي لطريقة رووسل هو:

SUPPLY D5 D4 D3 D2 D1  

15   0    (7) 5            4            3            2     (8) S1 

20 0     (5) 2     (12) 5            2            3           S2 

25 0     (3) 3           2     (12) 1     (10) 4           S3 

60 15 15 12 10 8 Demand 

 

 جدول الحل النهائي لهذه الطريقة استخرج استنادا للجداول ادناه:

D5 D4 D3 D2 D1  

-5 -5 -6 -5 -7 S1 

-5 -8 -5 -6 -6 S2 

-4 -6 -7 -6 -4 S3 

 : D4ويحذف الموقع  X24نملأ الخلية 
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D5 D3 D2 D1  

-4 -5 -4 -6 S1 

-5 -5 -6 -6 S2 

-4 -7 -6 -4 S3 

 : D3ويحذف الموقع  X33نملأ الخلية

 

D5 D2 D1  

-3 -3 -5 S1 

-3 -4 -4 S2 

-4 -6 -4 S3 

 

 : D2ويحذف الموقع  X32نملأ الخلية

D5 D1  

-2 -4 S1 

-3 -4 S2 

-4 -4 S3 

 : S3ويحذف المصدر  X35نملأ الخلية

D5 D1  

-2 -3 S1 

-3 -3 S2 

 X15 ,X11, لذا تعطى لذا تعطى القيم المتبقية للخليتين الباقيتين, S2ر ويحذف المصد X25نملأ الخلية

 لبقاء صف واحد.

T.T.C= 2*8+0*7+2*15+0*5+1*10+2*12+0*3=80 

 (.2اوجد الحل الاولي لمشكلة النقل بأستخدام طريقة روسيل التقريبية المبينة في الجدول ) -(:2مثال )
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Example (2): find the starting solution in the following transportation 

problem by using Russels Approximation Method (R.A.M) which 

explains in table (2): 

Table (2) 

supply D3 D2 D1  

12 8 1 5 S1 

14 0 4 2 S2 

4 7 6 3 S3 
30 11 10 9 demand 

 

 -الحل حسب خطوات طريقة رسل هي:

supply D3 D2 D1  

12 8 1    (10) 5     (2) S1 
14 0    (11) 4 2     (3) S2 

4 7 6 3     (4) S3 
30 11 10 9 demand 

 

T.T.C= 5*2+1*10+2*3+0*11+3*4= 38 

 جدول الحل النهائي لهذه الطريقة استخرج استنادا للجداول ادناه:

  

 

 

 

 : D3ويحذف الموقع  X23نملأ الخلية

 

 

 

D3 D2 D1  

-7 -13 -8 S1 
-11 -6 -7 S2 

-8 -7 -9 S3 

D2 D1  

-10 -1 S1 
-6 -7 S2 

-6 -8 S3 
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 : D2ويحذف الموقع  X12نملأ الخلية

 

 

 

ويحذف  X11نملأ الخلية : S1الموقع 

 

 

 

 : S2ويحذف الموقع  X21نملأ الخلية

 

 

 : S3ويحذف الموقع  X31نملأ الخلية

 38مجموع التكاليف = 

 اختيار الحل الأساسي الابتدائي المقبول للحصول على الحل الأمثل  5-5
Testing of S.B.F.S for optimal solution 

في تحليلات نموذج النقل من اختبار  S.B.F.Sتتكون الخطوة الأساسية التالية بعد استخراج 
 عندل قيمة دالة الكلفة الكلية أقل ما يمكن  هذا الحل للحصول على الحل الأمثل والذي تكون 
 وهما: S.B.F.Sسوف نستخدم فيما يلي طريقتان لاختبار أمثلية 

 Stepping Stone Methodطريقة المسار المتعرج  1 -
 Multipliers Methodطريقة عوامل الضرب  2 -

 Stepping Stone Method                طريقة المسار المتعرج1 5-5-1
( S.B.F.Sنا سابقاى إن عدد المربعات المشغولة في نموذج النقل )أي تلع التي تكون ذكر 

وتسمى هذل المتغيرات بالمتغيرات الأساسية أما المربعات غير المشغولة  m+n-1يساوي 
تسمى بالمتغيرات غير الأساسية ويتمثل الهدف الرئيس للاختبار في دراسة تاثير المتغيرات 

D1  

-5 S1 

-5 S2 

-5 S3 

D1  

-3 S2 

-3 S3 

D1  

-3 S3 
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يمة دالة الهدف فيما لو تحولت هذل المتغيرات إلى متغيرات أساسية الغير أساسية على ق
 وتتكون الخطوات الأساسية لطريقة المسار المتعرج من: 

من مجموعة المتغيرات الغير أساسية  Entering Variableتحديد المتغير الداخل  -1
من  S.B.F.Sمن مجموعة المتغيرات التي تكون  Leaving Variableوالمتغير الخارج 

لكل متغير غير أساسي   Closed loopأجل تحديد المتغير الداخله نرسم مسار مغلت 
يتكون المسار من مجموعة من قطع المستقيمات المتعاقبة الأفقية والعمودية )أو العمودية 

 والأفقية( بحي  تكون نهاية كل قطعة مستقيم بمتغير أساسي 
 8 وفيما يلي توضيل للمسارات بالنسبة للجدول

 8رقم جدول 
11 

  7   

2  6 

  0 

2 

4  2 
         10 

3 

1 

 1 

10 

5 

 
 المتغيرات غير الأساسية              المسارات المغلقة 

x12      x12 x11x31x32x12 

x13      x13 x23x21x11x13  

x22      x22 x21x31x32x22 

x33       x33 x23x21x31x33 

 إن نقطة بداية المسار يجب أن تكون مشابهة لنقطة النهاية  علماى 
  نحول قيمة المتغير الغير أساسي إلى قيمة موجبة تساوي وحدة واحدة للحفاظ على شروح 2

( ويتم هذا التحويل بةعطاء إشارات متعاقبة ) Feasibility Conditionsالحل المقبول )
وجعلنا قيمة  x12ار  فمثلاى لو أخذنا المتغير ه    ( للمتغيرات المكونة للمس1-+ه  1ه-1

بمقدار وحدة واحدة كي نحافظ على  x11بدلاى من صفر  فةن هذا يتطلب لو أخذنا  1تساوي 
بمقدار وحدة واحدة وبالتالي تقليص  x31مجموع الصف الأول وكذلع زيادة قيمة المتغير 
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بمقدار وحدة واحدة  x32المتغير  بمقدار وحدة واحد وبالتالي تقليص قيمة x32قيمة المتغير 
 وهكذا 

تمثل مقدار الزيادة الصافية أو النقصان في قيمة دالة الهدف نتيجة  cij  نفترض إن 3
إلى متغير أساسي ولو طبقنا الإشارات المتعاقبة على  xijتحويل المتغير الغير أساسي 

 نحصل على:  8 المسارات المستخرجة من الجدول رقم 

31312

ˆ
3231111212



 ccccc
 

31026

ˆ
1121231313



 ccccc
 

61304

ˆ
3231212222



 ccccc
 

03025

ˆ
3121233333



 ccccc
 

فهذا يعني عدم إمكانية تقليص قيمة دالة الهدف ويكون   0 ijĉ   إذا كانت جميع قيم 4 
 هو الأمثل   S.B.F.Sأل 

عندئذ نبدأ بتطبيت الحسابات التكرارية من أجل على قيم سالبة  ijĉ  إذا احتوت قيم 5
تقليص قيمة دالة الهدف وتتضمن هذل الحسابات تحديد المتغير الداخل والخارج ونستمر 

 بتطبيت هذل الحسابات حتى يتحقت الحل الأمثل 
 وفيما يلي مثال توضيحي لما ذكر أعلال: 

 3مثال رقم 
 (m=3, n=2استخرج الحل الأمثل لنموذج النقل الآتي )

Find the optimal solution (TP) if m=3, n=3   

 9 جدول رقم 
   5 

 

   1    8 12 

   2  

 

   4     0 14 

   3    6     7 4 
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   9   10    11  

 

 

الحل: بعد التاكد من توازن الكميات المعروضة مع المطلوبة استخرجنا الحل الأساسي 
   10قل كلفة ممكنة  وكما جاء موضل في الجدول رقمالابتدائي المقبول بتطبيت طريقة أ

 10جدول رقم 

   5 

2 
   1 

10 

   8 12 

   2  

3 

   4     0 
11 

14 

  3 

4 

   6     7 4 

   9   10    11  

 

 بطريت المسار المتعرج 10 الموضل في الجدول رقم  S.B.F.Sالآن نقوم باختيار 

50258ˆ

:

13

132321111313



 

c

xxxxxx
 

62514ˆ

:

22

222111122222



 

c

xxxxxx
 

73516ˆ

:

32

323111123232



 

c

xxxxxx
 

60237ˆ

:

13

132321313333



 

c

xxxxxx
 

إن جميع قيم 
ijĉ   يمثل الحل الأمثل  10موجبة إذ عن الحل المستخرج في الجدول رقم

 الذي تكون عندل قيمة دالة الهدف أقل ما يمكن
x0= 2(5)+10(1)+3(2)+11(0)+4(3)= 38 

 4 مثال رقم
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وذلع بعد استخراج الحل الأساسي الابتدائي المقبول طريقة الركن  3نكرر حل المثال رقم 
  11الشمالي الغربي وكما هو موضل في الجدول رقم 
 11جدول رقم 

     5 

9 

     1 

3 

   8 

 

12 

    2       4 

7 
    0   

7 

14 

     3        6 

 

       7 

4 

4 

3 10 11  

 
 بطريت المسار المتعرج S.B.F.Sنختبر 

111408ˆ

:

13

131222231313



 

c

xxxxxx
 

64152ˆ

:

21

212212112121



 

c

xxxxxx
 

12704153ˆ

:

31

3133232212113131



 

c

xxxxxxxx
 

54076ˆ

:

32

322223333232



 

c

xxxxxx
 

بما إن قيم لكل من
21ĉ ه

31ĉ ه
32ĉ  سالبة وعليت فةن لكل من المتغيراتx32, x31,x23  

متغيرات الداخلة وكقاعدة عامة نختار المتغير الذي لت أكبر معامل بةشارة سالبة أي يمثل ال

ˆ12- لأن ) x31المتغير 
31 c كي يمثل المتغير الداخل )Entering Variable  مما

يتطلب بالمقابل تحديد المتغير الخارج من مجموعة المتغيرات الأساسية الموجودة في الجدول 
  11رقم 
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يحدد المتغير الخارج من مسار المتغير الداخل باعتبارل أول متغير تصل قيمتت إلى الضوء 
 نلاحظ  x31ولو أمنعنا النظر في مسار المتغير 

4       7       9

: 3133232212113131



  xxxxxxxx

              

يمثل المتغير الخارج )أي إن المتغير الذي لت أقل قيمة عند الزوايا  x33وعليت فةن المتغير 
يمثل المتغير الخارج كما هو الحال في طريقة السمبلكس حي  )المتغير الخارج  السالبة

 يناظر أقل نسبة( 
ه والجدول التالي يمثل المرحلة 4من صفر إلى القيمة الموجبة  x31عندئذ نقوم بتغير قيمة 

 الأولى من الحسابات التكرارية: 
 

 12جدول رقم 
     9 

5 

     1 

7 

   8 

 

    2       4 

3 

    0   

11 

3 

4 

       6 

 

       7 

 

نستخرج فيما يلي قيم 
ijĉ  لكل متغير من المتغيرات الغير أساسية الموضحة في الجدول رقم

12  

1104181̂3 c 

104192ˆ
21 c 

111936ˆ
32 c 
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16391407ˆ
33 c 

كي يمثل المتغير الداخل لأن  x21لمرحلة الثانية من الحسابات التكرارية نختار المتغير في ا
زيادة قيمتت بمقدار وحدة واحدة يؤدي إلى تقليص قيمة دالة الهدف بمقدار عشرة وحدات )  

10 - =
21ĉ أما المتغير الخارج فيحدد من مسار المتغير  )x21  

3    5          

: 212212112121 xxxxxx  

 

يمثل المرحلة الثانية من  13المتغير الخارج والجدول رقم  x22وبناء عليت يمثل المتغير 
 الحسابات التكرارية 

نكرر الاختبار مرة أخرى إلى أن تصبل جميع قيم 
ijĉ  موجبة أو أصغر من تحديد

المسارات  توصلنا إلى قيم 
ijĉ 

102981̂3 c 

102914ˆ
22 c 

113916ˆ
32 c 

63207ˆ
33 c 

 13جدول رقم 

     9 
2 

     1 
10 

   8 

 

12 

        2 

3 
      4 

 

       0   

11 
14 

     3 

4 

       6 

 

       7 

 

4 
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3 10 11  

 

بعد أن أصبحت جميع قيم 
ijĉ  موجبة  نتوقف عن الحسابات التكرارية ليس من الممكن

 دالة وعليت تكون القيم المثلى للمتغيرات هي:التقليص قيمة 
   x11=2,x12=10 ,x21=3 ,x23=11,x31=4 

 المثلى:  x0وقيمة 
x0= 2(9)+10(1)+3(2)+11(0)+4(3)= 46 unels 

 
 

 

  Multipliers Method                     طريقة عوامل الضرب    2-5-5
تعتمد هذل طريقة على الحسابات التكرارية ولكنها تختلف عن طريقة المسار المتعرج في 
طريقة تقييم كل متغير من المتغيرات الغير أساسية من ناحية تاثيرل على دالة الهدف إن 

( Dual theoryتطور هذل الطريقة يستند في الأساس على نظرية النموذج المقابل )
المستخدمة في البرمجة الخطية والتي تطرقنا إليها في الفصل الثال  وسوف نبين فيما يلي 

 الخطوات الأساسية لطريقة عوامل الضرب ثم نوضحها بعد ذلع بالأمثلة:
حي   uiنعرف عوامل الضرب للصفوف بالمتغير  S.B.F.Sبعد استخراج أل 1.  
(i=1,2,…,m ) 

 (j= 1,2,…n) حي  vjوللأعمدة بالمتغير 
  S.B.F.Sلكل متغير من المتغيرات الأساسية التي تكون أل 2 . .

  ui+vj=cijنكتب المعادلة التالية 
  =m+n-1وسيكون عدد هذل المعادلات في الواقع 

من حل المعادلات المستخدمة في الخطوة الثانية يتم حلها بةعطاء قيمة  vj, uiنستخرج قيم  
ثم نستخرج قيم للعوامل  uiل وللسهولة تعطى قيمة صفر للعامل افتراضية لأحد هذل العوام

 الباقية من التعويض المباشر 
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لاختبار تاثير المتغيرات الغير أساسية على قيمة دالة  vj, uiنستخدم قيم عوامل الضرب 
الهدف فيما حولت هذل المتغيرات إلى متغيرات أساسية مما يتطلب استخراج قيم التي تمثل 

 لصافية أو النقصان لكل متغير غير أساس حي  إن:الزيادة ا
jiijij uvcc ˆ 

 

فةذا كانت جميع قيم 
ijĉ  موجبة أو صفر عندئذ نتوقف عن الحسابات التكرارية ويكون أل

S.B.F.S  :هو الحل الأمثل  أما إذا احتوت قيم
ijĉ د المتغير على قيم سالبة عندئذ نحد

 الداخل والخارج وسنستمر باستخدام الخطوات المطبقة في طريقة المسار المتعرج 
 (5مثال رقم)

 استخرج الحل الأمثل للنموذج النقل الآتي:
Find the optimal solution to (TP) Ex (5) 

 
 14جدول رقم 

     0 

 

     4 

 

  2 

 
8 

        2 

 

      3 

 

      4 
 

5 

     1 

 

      2 

 

      0 

 
6 

7 6 6    19 
       19 

 

 مباشرة باستخدام طريقة أقل كلفة ممكنة النموذج متوازن   S.B.F.Sالحل: نستخرج أل 
أو  x11لذلع نخصص للمتغير  c33=0ه c11=0إن كل من  14نلاحظ إن من الجدول  رقم 

x33 ه ولو أخذنا المتغيرx11 14 وضل في  الجدير ان جدول رقم نحصل على الحل الم  
متغير أساسي بقيمة تساوي صفر كي  x13وقد اعتبر المتغير S.B.F.Sالذي يوضل أل 

 m+n-1نحقت عدد المتغيرات الأساسية والذي يساوي 
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 15جدول رقم 
     0 

7 

     4 

 1 
  2 
0 

8 

        2 

 

      3 
 

      4 

 

5 

     1 

 

      2 

 

      0 

 

6 

7 6 6  

 
الخطوة التالية تتمثل في اختبار الحل الأساسي الابتدائي المقبول المعطى في الجدول رقم 

على  u3,u2,u1ب     باستخدام طريقة عوامل الضرب نعرف عوامل الضرب للصفوف 15
ة ثم نكتب مجموعة المعادلات الخاصة بالمتغيرات الأساسي v3,v2,v1الترتيب وللأعمدة ب 

 وهي: 
c11=u1+v10 = u1+v1…1 
c12=u1+v24 = u1+v2…2 

c13=u1+v32 = u1+v3…3 

c22=u2+v23 = u2+v2…4 

c33=u3+v30 = u3+v3…5 

 ( v3,v2,v1( و )u3,u2,u1نحلل المعادلات هذل لتحديد قيم )
 u2=-1 u3=-2 v1=0 v2= 4 v3=2           من هذا ينتج  u1=0نفرض إن 

التالية بعد تحديد قيم العوامل فهي استخراج قيم  أما الخطوة الرئيسية
ijĉ  لكل المتغيرات الغير

 وكما يلي: 15 أساسية والموجودة في الجدول 

30)1(2     

ˆ
122121



 vucc

  
 

32)1(4     

ˆ
322323



 vucc
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30)2(1    

ˆ
133131



 vucc
 

04)2(2     

ˆ
233232



 vucc
 

 اصفار  بما ان جميع القيم اعلال موجبة و 
 اذن فان الحل يعتبر أمثلا  

 الجدول التالي يلخص المعلومات المذكورة أعلال
 

 16 جدول 

v1= 0           v2= 4                       v3= 2           

u1= 0 

 

     0 

7 
     4 

 1 
  2 

0 
8 

u2= -1 

 
        2 

3 

      3 

5 

      4 

3 

5 

u3= -2 

 

     1 
3 

      2 

0 
      0 

6 
6 

 
 

7 6 6  

 0  إن جميع قيم مثلى    
ijĉ  يمثل الحل   أما  16 الحل المستخرج في الجدول رقم

 قيمة دالة الهدف فتساوي 
x0= 7(7)+1 (4)+5(3)+6(0)= 19   

 

 

 محلولة تمارين وامثلة
 متوازنة الآتية:   استخرج الحل الأمثل لنمو النقل الغير ال1

Find the optional solution to (TP) un Balancing  

 
TO 

 From 

1 2 3 Supply 
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 5 1 0 20 

 3 2 4 10 

 7 5 2 15 

 9 6 0 15 

demand 5 10 15  

 

 60 =15+15+10+20مجموع الكمية المعروضة تساوي 

 30 =15+10+5الكمية المطلوبة تساوي 

-60امتصاص الكمية المعروضة الفائضة والتي مقدارها )نضيف موقع وهمي يعمل على 

 ( وحدة أما التكاليف النقل من المصادر المختلفةه إلى الموقع الوهمي صفر30
 (17 جدول )

    TO  

   From  
1 2 3 4 

Supply 

 5 1 0 0 20 

 3 2 4 0 10 

 7 5 2 0 15 

 9 6 0 0 15 

demand 5 10 15 30  
 

 استخدام طريقة فوجلب S.B.F.Sنستخرج أل 

 (18جدول )

Rows Penalties 

0 0 0 0 20 

10 
0 0 

0 
1 

10 
5 Columns Denatties 

 

- 
 

2 
 

2 
 

2 

0 

0 

10 

5 

0 

5 
4 2 3 

5 

 

- - - 2 15 0 2 5 7 
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0 15 
0 0 0 0 15 

0 

0 

10 

0 

5 

6 9  

     30 15 10 5  

    25 30 5 0 0  

     0 0 1 2  

     0 0 1 2  

     0 0 1 -  

     0 0 5 -  

 

 19 جدول رقم 

5 1 

10 

0 

10 

0 20 

3 

5 

2 4 0 

5 

10 

7 5 2 0 

15 

15 

9 6 0 

5 

0 

10 

15 

5 10 15 30  
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 ( بتطبيت طريقة عوامل 19الموضل في الجدول ) S.B.F.Sنختبر أل 

v1= 3                        v2= 1                 v3= 0                   v4= 0  

u1= 0 

 

5 1 0 0 

u2= 0 

 

3 2 4 0 

u3= 0 

 
7 5 2 0 

u2= 0 

 

9 6    0 0 

 

 من حل المعادلات التالية  vj, uiبعد حساب قيم 

u1+v2= 1 ……… (1) 

u1+v3= 0 ……… (2) 

u2+v4= 0 ……… (3) 

u3+v4= 0 ……… (4) 

u4+v3= 0 ……… (5) 

u4+v4= 0 ……… (6) 

u2+v1= 3 ……… (7) 

واستخرج قيم 
ijĉ  ه نلاحظ إن جميع قيم  19 الموضحة في الجدول

ijĉ موجبة مما يدل على

 هو الحل الأمثل S.B.F.Sعدم إمكانية  تطوير دالة الهدف وبهذا يكون أل 
 

 Assignment Problem                        مشكلة التخصيص:  5-6 
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حلال منتج آخر محلت  وان هنا القرار يتطلب  تواجت الإدارة مشكلة التخلي عن منتج معين وا 
أن يؤخذ في الاعتبار تكاليف الفرص  إن اتخاذ إجراء يعني عدم اتخاذ الإجراء الآخر  لذا 

ل على الآلات أو تخصيص الموظفين على الأعمال فةن الهدف هو تخصيص الأعما
المختلفة أو تخصيص البائعين على مناطت البيع ه لتخصيص إجمالي التكاليف وهذا 

لنفرض إن لدينا حالة  .Opportunity costsينخفض من جدول إجمالي تكاليف الفرص 
 من الآلات بضمنها تكاليف الفرص حي  nمن الأعمال على  mتخصيص 

 A job= i= 1,2,…,mالعمل 

 a machine= j= 1,2,…,n الماكنة

 one job per)عمل واحد لكل ماكنة(  jوالهدف هو تخصيص العمل على الآلة 

machine  تخصيص المعقول( بحي  إجمالي التكاليف تصبل أقل ما يمكن )الربل الكلي(
 يصبل أكبر ما يمكن( 

الأعمال هنا تمثل المناشيء  إن مشكلة التخصيص هي حالة خاصة من مشكلة النقل حي 
 في مشكلة النقل والآلات هنا تمثل المخازن أو الاتجاهات في مشكلة النقل  

 iلجميع قيم  ai= 1في مشكلة التخصيص يساوي واحد أي إن  iكما إن المتاح عند المنشا 
 bj=1في مشكلة التخصيص أيضاى يساوي واحد أي إن  jوالمطلوب عند الاتجال أو المخزن 

  jميع قيم لج
 ولتوضيل مشكلة التخصيص نعطي الجدول الآتي:

    الآلة
 العمل

1 2 … n  

1 c11 c12 … c1n 1 

2 c12 c22 … c2n 1 

      

M cm1 cm2 … cmn 1 

 1 1 … 1  

 

لذا فةنت من الضروري قبل حل مشكلة التخصيص لابد أن يكون عدد الأعمال= عدد الآلات 
 من التراتيب الممكنة لعمل مصفوفة التخصيص  !n ومن ذلع فةن هناع m=nأي 
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 تعريف نموذج التخصيص:  5-6-1
Identifying Specialization Model  

 يمكن تعريف نموذج التخصيص كالآتي: 
))((وتمثل مصفوفة التكاليف  mnالمعطى: مصفوفة من مرتبة 

)(0

0 ijcc   حيcij  

   n  3وان  0
ولذلع فةن  x = ((xij))  وتمثل مصفوفة التكاليف mnمرتبة الإيجاد: مصفوفة من 
 النموذج سيكون كالآتي: 

 دالة الهدف

01

1

1

:.

)(

1

1

2

)0(

1 1

0





















 

ijij

n

j

ij

m

i

ij

ijij

ij

m

i

n

j

ij

xorx

x

x

xx

tos

cxxMaxorMin

 

 ومن ذلع يتبين بان: 
 -jعلى الآلة  Iعندما يتم تخصيص العمل    أ

 -jعندما لا يتم العمل على الآلة 

 العنصر في كل صف أو كل عمود هو الواحد     ب

 (1مثال ) 
ة معينة يوجد ثلاثة أعمال يمكن تشغيلها على ثلا  آلات  وكل عمل يمكن تشغيلت في شرك

على آلة واحدة فقط وتكلفة تشغيل أي عمل على كل آلة بالدينار موضل في الجدول التالي  
 أوجد التخصيص الذي يعطي أقل تكلفة  

 n!= 3!= 3.2.1= 6الحل: عدد التراتيب الممكنة لعمل التخصيص  
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 (1قم )جدول ر 
 الآلة
 العمل

1 2 3  

1 5 7 9 1 

2 14 10 12 1 

 3 15 13 16 1 

 1 1 1  

 
 

 (2جدول رقم)
 الآلة

 العمل   
 1 2  3  

1 1   1 

2   1  1 

3   1  1 

 1 1 1  

X0= 15+10+16= 31 

 (3جدول رقم)
 الآلة

 العمل   
 1 2 3  

 1   1 1 

2  1  1 

3 1   1 

 1 1  1  

X0=9+10+15= 34 

 

 (: 2مثال )
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 استخدم المثال السابت لإيجاد مصفوفة التخصيص التي تعطي أقل تكلفة  
 Example 2 : Use the former example to find the specialization matrix 

which is gave the less cost  

 (4جدول رقم)
  الآلة

  3 2 1 العمل     

1 5 7 9 
P1= 5 

 

2 14 10 12 
P2= 10 

 

3 15 13 16 
P3= 13 

 

ملاحظة: في حالة عدم وجود صفر على الأقل صفر واحد في أحد الأعمدة نعيد الخطوة 
 الأولى ولكن الاختيار يتهم من الأعمدة  

 (5جدول رقم)
 الآلة
 العمل

1 2 3 

1 0 2 4 
2 4 0 2 

3 2 0 3 

                      q1= 0                     q2=0            q3=2   

 (6جدول رقم)

 الآلة
 العمل

 1 2  3 

 1 0 2 2 

2 4 0 0 

3 2 0 1 

  2للآلة  3ه العمل 3للآلة  2ه العمل 1للآلة  1نخصص العمل 
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 x0= 5+12+13= 30إجمالي التكاليف 
 (7 جدول رقم)

 الآلة
 العمل

1 2 3  

1  1  1 

 2 1    1   

3   1 1 

 1 1 1  

 

x0=7+14+16= 37 

 

 

 (8جدول رقم)

 الآلة
 العمل   

1 2 3  

 1 1   1 

2   1 1 

3 1   1 

 1 1  1  

  

x0=5+12+15= 30 

x0=9+14+13= 36 

 (9جدول رقم)

 الآلة
 العمل   

1 2 3  

 1  1   1 

 2   1  1 

 3 1    1 
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  1  1  1  

 

x0=7+12+15= 34 

( هو إن نخصص x0= 30من هذا يتبين بان التخصيص الأمثل الذي يعطي أقل كلفة )
  1للآلة  3والعمل  3للآلة  2  والعمل 1العمل للآلة

 
 الطريقة البديلة لطريقة الترتيب 5-6-2

 Replaced method for arranging method 

في هذل الطريقة نرغب في عمل أفضل تخصيص يمكن للأعمال على الآلات نتمكن 
إن أفضل تخصيص لعمل  بواسطة الحصول على إجمالي تكاليف فرص يساوي الصفر أي

 على آلة هو الذي يتضمن تكلفة فرصة تساوي الصفر  
 ويمكن تلخيص خطوات هذل الطريقة بالشكل الآتي: 

 تحديد جدول تكاليف الفرص    1
  qiأو من كل عمود  piنختار أصغر قيمة في كل صف    أ
 ه وذلع بطرح القيمة الصغيرة من القيم المناظرة لها فيc1نكون مصفوفة جديدة     ب

 الصفوف أو الأعمدة 

ه يجب أن تحتوي على الأقل عنصر واحد يساوي صفر في كل عمود c1  إن المصفوفة 1
 )مربع يحتوي على الصفر( 

تحديد ما إذا كان هناع تخصيص أمثل  والطريقة هي أن ترسم أقل عدد من الخطولا   2
يع مربعات المستقيمة )عمودياى وأفقياى( خلال جدول إجمالي تكاليف الفرص لتغطية جم

الصفر  ويمكن الوصول إلى التخفيض الأمثل إذا كان عدد الخطولا أقل من عدد 
 الصفوف أو الأعمدة ففي هذل الحالة لا يمكن عمل تخصيص أمثل 

 يراجع جدول إجمالي تكاليف الفرص   3

نختار أصغر رقم في الجدول لم يمر عليت خط  ونطرح هذا الرقم من كل الأعداد التي لم    أ
 خط   تمر عليها

 نجمع الرقم الصغير مع الأعداد الواقعة عند تقاطع أي خطين      ب

 ( للحصول على التخصيص الأمثل 2نكرر الخطوة )  4
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 (:3مثال )

 ( يمكن تشغيلها على ثلا  آلات   A,B,C في شركة معينة يوجد ثلاثة أعمال )
 ( D,E,Fه وكل عمل يمكن تشغيلت على آلة واحدة فقطه وتكلفة تشغيل أي عم) ل على كل

 آلة بالدينار موضل في الجدول التالي  أوجد التخصيص الذي يعطي أقل تكلفة  
EX(3): In a certain company there are three acts (a, b, c) can run on three 

machines (d, e, f), and every work can be run on one machine only, and the cost 

of running any action on the each machine dinar as  shown in the following 

table. Find the specialization that gives less expensive. 

 (10 جدول رقم )
 الآلة
 العمل

D E F 

A 25 31 35 P1=25 

B 15 23 24 P2= 15 

 

 C  22  19  17 P3= 17 

 

 q1= 15  q2= 19  q3= 17    

 (11 جدول رقم)

 الآلة
 العمل

 D  E F 

 A 10 12 18 P1= 10 

 

B 0 1 7 P2= 0 

 

 C 7 0 0 P3= 0 
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 7 0 0 P4= 0 

 

هنا بان التخصيص الأمثل غير ممكن )التخصيص غير معقول( الأمر الذي إلى رسم 
 الخطولا لتغطية كل مربعات الصفر

 
 (12 جدول رقم)

 الآلة
 العمل

D E F 

A 0 2 8 

 B 0 1 7 

C 7 0 0 

 

 يقة الوصول إلى التخصيص الأمثل كالآتي: إن طر 

ه نطرح هذا الرقم من كل 1نختار أصغر رقم في الجدول لم يمر عليت خط وهذا الرقم هو    أ
 الأعداد التي لم يمر عليها خط 

 مع الأعداد الواقعة عند تقاطع الخطين  والجدول التالي يوضل ذلع   1نجمع الرقم     ب

 (13جدول رقم)

 الآلة
 العمل

 D E  F 

A 0 1 7 

 B 0 0 6 

 C 8 0 0 

 في هذل الحالة فةن التخصيص الأمثل هو: 
 D للآلة  A العمل 
 رEللآلة  B العمل 
  Fللآلة  C العمل 

 إجمالي التكاليف
X0= 25+20+17= 62 



 161 

 ملاحظة:
إذا كان الهدف هو تعظيم الربل فةننا نختار أكبر قيمة في الجدول ونطرح جميع قيم الجدول 

)()()(منها   000

ijijis cMaxcc  

 أما بقية الخطوات فهي نفسها كما لو كان الهدف هو تخصيص التكاليف 
 (:4 مثال )

 دعنا نرى التخصيص التالي: 

 (14 جدول رقم)

 منطقة البيع
 البائع

a B c D 

X 1 8  1 

Y 5 7 4  

Z 3 5  2 

W 3 1 0 3 

 

 ل من الرقم ه نطرح جميع قيم الجدو Max=8نلاحظ أكبر قيمة من الجدول 

 (15 جدول رقم)
 منطقةالبيع

 البائع    
a b C d 

X 7 0 4 7 P1= 0 

 

Y 3 1 2 3 P2= 1 

 

Z 5 3 4 6 P3= 3 

 

W 5 7 2 5 P4= 2 

 

 (16 جدول رقم )
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     منطقة البيع
 لبائعا       

a B c d 

X 7 0 2 7 

Y 2 0 1 2 

Z 2 0 1 3 

W 3 5 0 3 

  q1= 2        q2= 0 

 

      q3= 0 

 

    q4= 2 

 (17جدول رقم )

 منطقة البيع
 البائع     

a B c D 

X 5 0 4 5 

Y 0 0 1 0 

Z 0 0 1 1 

W 1 5 0 1 

 نخصص كالآتي: 
 bعلى منطقة البيع  xالبائع 

 dعلى منطقة البيع  yالبائع 

 aعلى منطقة البيع  zالبائع 

 cعلى منطقة البيع  wالبائع 

xالربل الكلي 
0
= 8+5+3+6= 22 

 One’s Methodطريقة الوحدات          7-5     

تعتبررر هررذل الطريقررة مررن الطرررق الحديثررة للتعامررل مررع نمرراذج التخصرريص وتكررون كفرروء وسررهلة 
التطبيت إذا كانت في حالة تعظيم الأرباح أو تقليل التكراليف لمشركلة التخصريص مرن الطريقرة 

ذل الطريقررررة لحررررل مشرررركلة ولغرررررض تطبيررررت هرررر التخصرررريص الأخرررررى الترررري تتعامررررل مررررع نمرررراذج 
 التخصيص نتبع الخطوات الآتية:

فررري حالرررة تعظررريم الأربررراح أو )تقليرررل التكررراليف(ه نجرررد أكبرررر عنصرررر فررري كرررل صرررف مرررن   1
 صفوف مصفوفة التخصيص وتضع في الجهة اليمنى من المصفوفة 
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نقرروم بقسررمة جميررع عناصررر الصررفوف فرري كررل صررف علررى العناصررر الموجررودة فرري الجهررة   2
 اليمنى للمصفوفة

نقرروم بةيجرراد أقررل أو )أكبررر( عنصررر حسررب طبيعررة مشرركلة التخصرريص فرري كررل عمررود مررن   3
 كل عمود  الىأعمدة المصفوفة ونصفت 

 نقسم جميع عناصر الأعمدة على كل العناصر الموجودة تحت كل عمود الناظرة لت    4

تغطي جميع الوحدات باقل عدد ممكرن مرن الخطرولا ؟؟ه فرةذا كانرت هرذل الخطرولا تسراوي   5
 صفوف )الأعمدة( فةننا نحصل على الحل الأمثل عدد ال

أمررا إذا كانررت عرردد هررذل الخطررولا أقررل مررن عرردد الصررفوف )الأعمرردة( فةننررا نختررار أكبررر أو   6
)أحد من( الأرقام الموجودة في المصفوفة الغير مغطاة بهذل الخطولا ونحردد العمرود الرذي 

العمررود علررى هررذا يقررع فرري هررذا لعنصررر الأكبررر أو )الأصررفر( ونقسررم جميررع عناصررر هررذا 
 العنصر فقط 

( إلرررى أن تصرررل إلرررى إن عررردد الخطرررولا التررري 6( والخطررروة رقرررم )5ثرررم نعيرررد الخطررروة رقرررم )  7
تغطي الوحدات الموجودة في مصفوفة التخصريص مسراوية إلرى عردد الصرفوف )الأعمردة( 
التررري تغطررري الوحررردات الموجرررودة فررري مصرررفوفة التخصررريص مسررراوية إلرررى عررردد الصرررفوف 

 )الأعمدة( 

عمليررة تخصرريص متخصررص الوحرردات الموجررودة فرري الصررفوف الترري تحتمررل أكبررر أو تبرردأ ل  8
 )أقل( عنصر موجود في الجهة اليمنى من مصفوفة التخصيص بالتعاقب  

أما إذا كانت مصفوفة التخصيص غير متماثلة أي عردد الصرفوف لا تسراوي الأعمردة نضريف 
ة عبررارة علررى )وحرردات(  صررف أو عمررود جديررد وتكررون كلررف هررذل الصررفوف أو الأعمرردة الجديررد

 ويتبع نفس الخطوات الحل السابقة  
 
 

 مكان توزيع خمسة مهام لكل خمسة مكائن  تمثل ( المصفوفة التالية 1مثال )
 

 ( 1جدول رقم)
Jobs Machines 
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M1 M2 M3 M4 M5 

J1 12 8 7 15 4 

J2 7 9 1 14 10 

J3 9 6 12 6 7 

J4 7 6 14 6 10 

J5 9 6 12 10 6 

 
(2رقم)جدول   

Jobs Machines R.H.S 

M1 M2 M3 M4 M5 Min 

J1 12 8 7 15 4 4 

J2 7 9 1 14 10 1 

J3 9 6 12 6 7 6 

J4 7 6 14 6 10 6 

J5 9 6 12 10 6 6 

(3جدول رقم)  

Jobs Machines R.H.S 

M1 M2 M3 M4 M5 Min 

J1 3 2 7/4 15/4 1 4 

J2 7 9 1 14 10 1 

J3 3/2 1 2 1 7/6 6 

J4 7/6 1 7/3 1 5/3 6 

J5 3/2 1 2 5/3 1 6 

 

 

 

 

 

 

 

(4جدول رقم)  

Jobs Machines R.H.S 

M1 M2 M3 M4 M5 Min 

J1 3 2 7/4 15/4 1 4 

J2 7 9 1 14 10 1 
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J3 3/2 1 2 1 7/6 6 

J4 7/6 1 7/3 1 5/3 6 

J5 3/2 1 2 5/3 1 6 

Min 7/6 1 1 1 1 1 

(5جدول رقم)  

Jobs Machines R.H.S 

M1 M2 M3 M4 M5 Min 

J1 18/7 2 7/4 15/4 1 4 

J2 6 9 1 14 10 1 

J3 18/4 1 2 1 7/6 6 

J4 1 1 7/3 1 5/3 6 

J5 18/4 1 2 5/3 1 6 

   5الوحدات في مصفوفة التحقيت تساوي عدد الصفوف )الأعمدة(= إن عدد الخطولا نلاحظ 
  
J2 m3 1 

J1 m5 4  

J3 14 6 6= 24 

J41 6 7  

J5 2 6 6 

( شركة لديها مهمات ترغيب شخصيتها على خمسة مكائن وترغب بتشرخيص المهمرة 2ل )مثا
تحقيررت كررل  الترري التاليرة إلررى الماكنررة لتحقيررت أعلررى ربررل ممكررن والمصرفوفة الآتيررة بررين الأربرراح 

 مهمة إلى كل ماكنة   

 























512897

7114146

6145123
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41210115
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4

3

2

1

54321

m

m

m

m

m

JJJJJ

 

 فت في الجهة اليمنى نستخرج أكبر رقم في كل صف ونضي -1
1 
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12

14

14

6

12

512897

7114146

6145123

53642

41210115

(max)..

5

4

3

2

1

54321























m

m

m

m

m

SHRJJJJJ

 

 نقسم كل مصفوفة على الأرقام الموجودة في الجهة اليمنى من المصفوفة  -2
2 

12

14

14

6

12

46.0166.075.058.0

5.078.028.0143.0

43.0136.086.021.0

83.05.0166.033.0

33.0183.092.042.0

(max)

5

4

3

2

1

54321























m

m

m

m

m

JJJJJ

 

 نجد أكبر رقم من كل عمود مصفوفة تحت الأعمدة النافذة لها -3
  

83.011158.0max

______________________________

12

14

14

6

12

46.0166.075.058.0

5.078.028.0143.0

43.0136.086.021.0

83.05.0166.033.0

33.0183.092.042.0

(max)

5

4

3

2

1

54321























m

m

m

m

m

JJJJJ

 

 ت الأعمدة نقسم كل عمود على أكبر رقم موجود تح  -3























5.0166.075.01

6.078.028.0173.0

51.0136.086.032.0

15.0166.057.0

4.0183.092.071.0
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نقوم بتغطية جميع الوحدات الموجودة في مصفوفة التخصص نلاحظ إن عدد الخطولا  5
 )أقل من عدد الأعمدة   لذلع نختار رقم بين الأرقام الغير مغطاة في مصفوفة التخصيص  

( 83.لرقم )ع عناصر هذا العمود على اونقسم جمي 3( رقم dij[ الوجود من العمود )  83
 فقط 

12

14

14

6

12

5.0179.075.01

6.078.034.0173.0

51.0143.086.032.0

15.02.166.057.0

4.01192.071.0

(max)

5

4

3

2

1

54321























m

m

m

m

m

JJJJJ

 

( في الهدف حسب الرقم الأكبر الموجود في الجهة اليمنى من 1يتم تخصيص كل رقم ) 6
 المصفوفة حسب التوالي 

m3J4 
 
profit 14 

m4 J2 profit 14 

m5 J1 profit 7 

m1 J3 profit 10 

 أسئلة وتمارين عامة
نع لإنتاج الحليبه والطاقة الإنتاجية اليومية تملع إحدى منشآت الألبان ثلاثة مصا  1

( مليون لتره أما احتياجات مراكز التوزيع 10ه 1ه 6للمصانع الثلا  هي على التوالي )
( مليون لتر على 2ه 3ه 5ه 7)         الأربعة التي تعتمد على إنتاج المنشاة فهي 

ت المراكز الأربعة وباقل التواليه والمطلوب تحديد التوزيع الأمثل الذي يحقت احتياجا
كلفة نقل ممكنةه علماى بان تكاليف النقل من المصانع إلى المراكز موضحة في الجدول 

 الآتي: 

1-  One of the installations dairy owns three factories for the production of milk, 

the daily production capacity of the factories of the three are respectively (6.1, 

10) million liters, while the needs of the distribution centers of the four that 

depend on the production facility are (7, 5, 3, 2) million liters onrespectively, so  

determine the optimal distribution required that achieves top four needs and at 
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the lowest possible cost of transporting, note that the cost of transportation from 

the factories to the centers are shown in the following table: 

 D1 D2 D3 D4 Supply 

S1 2 3 11 7 6 

S2 1 0 6 1 1 

S3 5 8 15 9 1 

Demand 7 5 3 2   8 

     17 
 

كلفة إنتاج الوحدة الواحدة في المصانع  D, C, B, Aج معين ينتج في أربعة مصانع منت  2
والجدول الآتي يبين الكميات المعروضة والمطلوبة وكذلع نقل  5ه 1ه 3ه 2الأربعة هي 

الوحدة الواحدة من المصانع إلى المخازن  وجد التوزيع الأمثل الذي تكون عندل تكاليف 
 ن   النقل الكلية أقل ما يمك

2. A certain production produce in four factories A, B, C, D the cost of one unit 

in four factories are 2, 3, 1, 5. The following table shows the quantities supplied 

and demanded, as well as transfer per unit from factories to stores. Found the 

optimal allocation at which the total transport costs as little as possible. 

 الاستهلاع                          
 المخازن       

 العرض 4 3 2 1

A 2 

 

4 6 11 50 

B 10 

 

8 7 5 70 

C 13 

 

3 9 12 30 

D 4 
 

6 8 3 50 

  20 105 35 25 الطلب

 

تخرج الحل الأمثل لنموذج النقل الغير متوازن الآتي الذي يحقت أقل كلفة توزيع اس  3
 ؟ ممكنة
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Q3: Extract the perfect solution to transportation for the following non-balanced 

model that achieves the lowest possible cost of distribution?. 

 

 المصادر
 

مواقع  3 2 1
 عالاستهلا
 

1 5 

 

1 7 10 

2 6 

 

4 6 80 

3 3 

 

2 5 15 

 75 الطلب

 

20 50 105 
        145 
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   Introductionالمقدمة   6-1

ان الشركات الصناعية تبذل جهردا كبيررا فري عمليرة تخطريط الانتراج وذلرع للنهروض بالشرركات 
مرن حير   الى المستوى المرموق الذي تطمل اليت حي  انها تواكب التطور الذي يشرهدل العرالم

تطبيرررت الاسررراليب العلميرررة الحديثرررة والتررري مرررن ابرزهرررا )اسررراليب بحرررو  العمليرررات( فررري عمليرررة 
تخطيط واعداد جداول الانتاج الرئيسية التي تعتمد على نماذج رياضية مترابطرة وعميقرة تمكرن 
الشررركة مررن تحقيررت اهرردافها فرري تلبيررة متطلبررات الانترراج والاسررتغلال الامثررل للطاقررات المتاحررة 

 قليل تكاليف العملية الانتاجية ولتحقيت ذلع يتطلب:وت
عمررررل نمرررروذج رياضرررري باسررررتخدام اسررررلوب البرمجررررة الخطيررررة لعمليررررة تخطرررريط الانترررراج  1-

( الرذي يركرز علرى تجميرع الانتراج بشركل عوائرل لأن Aggregate planningالاجمرالي )
لمنررتج والترري اغلررب الشررركات الصررناعية يررتم اعررداد خططهررا الاجماليررة علررى اسرراس عائلررة ا

هي عبارة عن مجموعات من المنتجات التي تشترع برنفس الامكانيرات والمروارد التصرنيعية 
وكرررذلع اوقرررات التنصررريب لغررررض الاسرررتغلال الامثرررل للوقرررت والكلفرررة عرررن طريرررت اسرررتخدام 
سرررتراتيجيات التخطررريط الاجمرررالي المتاحرررة  لتحديرررد المتطلبرررات والامكانرررات المتاحرررة بشررركل 

 اجمالي 
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موذج رياضي باستخدام اسرلوب البرمجرة الخطيرة لعمليرة تخطريط الانتراج قصرير عمل ن 2-
(  Disaggrete planningالمردى يقروم بتجزئرة العوائرل الانتاجيرة الرى منتجاتهرا النهائيرة )

لغرض اعداد جدول الانتاج الرئيسي اعتمادا على المعلومات التري ترم الحصرول عليهرا مرن 
الررذي يبررين نرروع وعرردد المنتجررات النهائيررة الترري يجررب ان نمرروذج تخطرريط الانترراج الاجمررالي و 

تنتج ومتى يتم انتاجها من خلال معرفرة الطاقرات الانتاجيرة المتاحرة والمخطرط لهرا فري كرل 
 مركز من مراكز الانتاج 

 
 
 
 
 

 

 Production Planning                                    تخطيط الانتاج 6-2
نررت مجموعررة مررن الانشررطة او الاسرراليب الترري ترمرري الررى اعررداد يعرررف تخطرريط الانترراج علررى "ا

وتنظررريم عناصرررر الانتررراج )الايررردي العاملرررة ه المرررواد الاوليرررةه وسرررائل الانتررراجه رؤوس الامررروال( 
لغرض انتاج حجم معين من السلع خلال فترة زمنية محددة وفت مواصرفات معينرة وباقرل كلفرة 

نتراج مرع بقيرة اقسرام الشرركة الاخررى فهرو ياخرذ ممكنة و تخطيط الانتراج يسرعى الرى تنسريت الا
بنظررر الاعتبرررار حاجررات المبيعرررات فرري المسرررتقبل وعلرررى اساسررها يوضرررع منهررا الانتررراج وماهيرررة 
المنتجررات التررري سرريقوم بتصرررنيعها وكمياتهررا ومترررى يجررب ان تكرررون جرراهزة للبيرررعه وكررذلع يقررردر 

كانيررررات الاخرررررىه وتقرررردم هررررذل احتياجررررات الشررررركة مررررن المررررواد الاوليررررة والأدوات والعمررررال والام
 المعلومات الى الاقسام المعنية لكي تستطيع تنسيت اعمالها وتهيئة الطلبات باوقاتها المحددة 

 
 Aggregate Production Planning        التخطيط الاجمالي للانتاج 6-3

جمرالي ان عملية تخطيط جداول الانتاج الرئيسية تعتمد بشكل مباشر على مفهوم التخطريط الا
للانترراج لأنررت يعتبررر المفترراح الرئيسرري لادارة التغيرررات فرري العمليررة الانتاجيررةه لأنررت يحقررت الررربط 
برررين عوامرررل السرررعة الثابترررة طويلرررة الامرررد وعوامرررل السرررعة المتغيررررة والقابلرررة للتعرررديل فررري الامرررد 
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القصرررير مرررع التركيرررز علرررى العوامرررل والخبررررة مرررن اجرررل تحقيرررت الملائمرررة الافضرررل للسرررعة مرررع 
  لطلب ا
 وتبرز اهمية التخطيط الاجمالي من خلال النقالا الآتية: 

يحمرررل وسرررائل الانتررراج بصرررورة كاملرررة ويقلرررل الرررى اصرررغر حرررد ممكرررن مرررن التحميرررل الزائرررد  1-
والتحميل الناقصه أي انت يعمل على اسرتغلال وسرائل الانتراج بشركل كفروء ويعمرل علرى تقليرل 

 ل الضياعات والزيادات في استغلال تلع الوسائ
رسرررم خطرررط منهجيررررة منظمرررة لتغيرررر الطاقررررات الانتاجيرررة لمواجهرررة التذبررررذبات فررري طلبررررات  2-

 الزبائن المتوقعة 

 خلت سعة انتاجية مؤكدة لغرض تحقيت الطلب المتوقع على السلع الانتاجية  3-

 الحصول على مخرجات كبيرة تخص مصادر الانتاج المتوفر  -4

 ابنية( ثابتة ولا يمكن توسيعها في الاجل المتوسط ان وسائل الانتاج )مكائن ومعدات و  5-

وحررردة قيررراس الطاقرررات الانتاجيرررة يجرررب تكرررون متجانسرررةه وهرررذل مرررن اهرررم سرررمات التخطررريط  6-
الاجمالي وذلرع لأن المصرادر والمروارد التري تردخل فري العمليرة الانتاجيرة تكرون وحرداتها غيرر 

ي توحيررد هررذل الوحرردات القياسررية متجانسررة القيرراس  لررذلع يتطلررب مررن تخطرريط الانترراج الاجمررال
بوحرررردة قيرررراس متجانسررررة مثررررل )رجررررل/ سرررراعةه ماكنررررة/ ساعة(حسررررب طبيعررررة كميررررات الانترررراج 

شهر وذلع مرن خرلال الرتحكم بمسرتويات 18 -6ومواعيدها خلال فترة تخطيط متوسطة مقبلة 
ات الانترراجه القرروة العاملررةه الخررزينه وقررت العمرررل الاضررافيه التعاقررد الفرعرريه وبعررض المتغيرررر 

 التي يمكن السيطرة عليها 

 الإجماليالتخطيط  تإستراتيجيا4-6   

(Aggregate Production Planning  Strategies) 
نظررررا لأهميررررة التخطرررريط الاجمررررالي للانترررراج ولكونررررت يرررؤثر فرررري جميررررع اقسررررام الشررررركةه فررررةن 

رات القرارات التي تتخذ فري هرذا الاطرار ينبغري ان تعكرس اهرداف الشرركة  وهنراع عردة خيرا
ستراتيجية يتمكن مخططو الانتاج من اتباعها للتغلب على مشركلة تذبرذب الطلرب  وبغرض 
النظر عرن الخيرار السرتراتيجي لمخططرو الانتراج فةنرت يتوجرب الاجابرة علرى الاسرئلة التاليرة 

 عند صياغة خطة الانتاج الاجمالية:
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اثنرراء فترررة التخطرريط هرل ينبغرري اسررتخدام الخررزين كوسرريلة للسرريطرة علررى تقلبررات الطلررب فرري  1-
 المقبلة؟

هل نلجا الى استخدام العمال الوقتيين او تشرغيل العمرال الحراليين وقترا اضرافيا او الموافقرة  2-
 على تكاليف الوقت الغير مستغل للعاملين؟

 هل ينبغي استخدام القوة العاملة كوسيلة لمواجهة تقلبات الطلب؟ 3-

لاحتررواء تقلبررات الطلررب مررع المحافظررة علررى حجررم هررل ينبغرري اللجرروء الررى التعاقررد الفرعرري  -4
 ثابت من القوة العاملة في الشركة؟

 هل نلجا الى تغير الاسعار او تغير عوامل معينة من اجل التاثير في الطلب؟ -5

ان جميع الاسئلة السابقة تمثل ستراتيجيات مشروعة متاحرة للتخطريط الاجمرالي حير  تتضرمن 
 جه مستوى القوة العاملة والطاقات الانتاجية المتاحة التحكم بالخزينه معدلات الانتا

  Aggregate Production الإنتاج الإجمالي 6-5

لغرررض إعرررداد خطرررط الإنتررراج الإجماليررة للشرررركات الصرررناعية لا برررد مررن عمرررل نمررراذج رياضرررية 
تاخررذ بنظررر الاعتبررار المنتجررات سررواء كانررت متشررابهة علررى شرركل عوائررل انتاجيررة او مختلفررةه 

لررب ذلررع معرفررة تفصرريلية ومعررالم التخطرريط الإجمررالي  ولتنفيررذ ذلررع تررم عمررل نمرراذج حيرر  يتط
رياضية متخصص تعتمد على فكرة اسلوب البرمجة  الخطية والتري تعتبرر مرن اسراليب بحرو  
العمليرررات المتخصصرررة فررري تخطررريط الانتررراج  تتكرررون هرررذل النمررراذج الرياضرررية مرررن دالرررة هررردف 

ة الاجمالية باقل كلفة انتاجية  هناع نوعين مرن خطرط ومجموعة من القيود لغرض تنفيذ الخط
 الانتاج الاجمالي وهي:

 -Theخطة الانتراج الاجمرالي التري تعمرل علرى تغيرر معردل الانتراج                 )1- 

Just – in time:) 
تهدف هذل الخطة الى تغيير فري معردل الانتراج لغررض تلبيرة الطلبرات المحرددة ضرمن الفتررات 

مخطط لهاه هذل الخطة تكون مناسبة في حالرة كرون كلرف تغييرر معردل الانتراج غيرر الزمنية ال
 مكلفة ورخيصة الثمن بينما تكون كلف الخزين غالية الثمن 
 ولتوضيل ذلع ناخذ البيانات الموضحة في الجدول ادنال:

 Dec Jan Feb Mar Apr May Jun Totals 

Working days (ايام العمل)  15 22 26 18 24 20  
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Demand (الطلبات)  1400 2000 1200 900 640 1280  

Hiring ( عررررررررردد العمرررررررررال
 (المستقدمين

 0 0 160 0 305 290 755 

Firing ( عردد العمرال المسرتغنى
 (عنهم

 34 84 0 27 0 0 145 

Workforce (حجم العمل) 910 620 315 342 182 266 300  

Production ( الوحرررررررردات
 (المنتجة

 780 640 902 1200 1999 2000  

Inventory ( الوحرررررررررردات
 (المخزونة

500 0 0 2 2 0 601 604 

Table -1: the just –in –time production plan 

بران مجمروع العمرال المسرتقدمين خرلال الفتررة التخطيطيرة )سرتة  1نلاحظ من خلال جدول رقرم 
التخطيطيرة وان عردد عامل تم الاستغناء عنهم خلال نفس الفترة  145عامل  755اشهر( هو 

وحرردةه ولمررا كانررت كلفررة اسررتقدام العامررل  604الوحرردات المخزونررة مررن الوحرردات المنتجررة هرري 
$( وان اجمرررال الوحررردات المنتجرررة للعامرررل فررري اليررروم الواحرررد 80الواحرررد خرررلال الشرررهر يسررراوي )

 $  58.363(  لذلع ستكون مجموع كلف العملية الانتاجية تساوي  0.14653 يساوي )
 The)                                الانتراج الاجمرالي السلسرة الغيرر معقردة  خطرة 2-

production-smoothing:) 
(  مرن خرلال الاسرتفادة مرن Production rateتهدف هذل الخطة على تثبيت معدل الانتراج )

 الكميررات المخزونررة فرري الفترررة الزمنيررة الترري يكررون فيهررا معرردل الطلررب اقررل مررن معرردل الانترراجه
وتكررون هررذل الخطررة مناسرربة فرري حالررة كررون كلررف الخررزين رخيصررة الررثمن وكلررف تغييررر معرردل 

 الانتاج غالية الثمن  ولتوضيل ذلع تاخذ البيانات الموضحة في الجدول ادنال:
 Dec Jan Feb Mar Apr May Jun Totals 

Working days ( ايررام
 (العمل

 20 24 18 26 22 15  

Demand (الطلبات)  1400 2000 1200 900 640 1280  

Hiring ( عرررردد العمررررال
 (المستقدمين

 111 0 0 0 305 0 111 
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Firing ( عررررردد العمرررررال
 (المستغنى عنهم

 0 0 0 0 0 0 0 

Workforce ( حجررررررم
 (العمل

300 266 182 342 315 620 910  

Production ( الوحرردات
 (المنتجة

 780 640 902 1200 1999 2000  

Inventory ( الوحرررردات
 (المخزونة

500 424 1230 1414 1780 1105 608 6561 

Table -2-: The production –smoothing plan 

برران مجمرروع العمررال المسررتقدمين خررلال الفترررة التخطيطيررة  -2-نلاحررظ مررن خررلال جرردول رقررم 
( يرررتم الاسرررتغناء عرررنهم خرررلال نفرررس الفتررررة 0عامرررله ولا يوجرررد عمرررال ) 111)سرررتة اشرررهر( هرررو 

وحدةه لرذلع سرتكون  6561ن عدد الوحدات المخزونة من الوحدات المنتجة هي التخطيطية وا
  $57.754مجموع كلف العملية الانتاجية تساوي 

 الإجمالي الإنتاجنماذج تخطيط 6 -6
 Models of Aggregate Production Planning  

استخدام وقد تم تطوير نوعين من الموديلات الرياضية لخطط الانتاج الاجمالي عن طريت 
 اسلوب البرمجة الخطية:

 الاجمالي: نموذج الاول للتخطيط لا 1-6-6
الذي يعمل على تثبيت حجم قوة العمل بدون تغيير عن طريت الاستقدام او الاستغناء 

 عن العماله والسماح لتغيير معدل الانتاج باستخدام الوقت الاضافي فقط 
         Definition of variables and Constants      تعريف المتغيرات والثوابت

Cit( كلفة إنتاج الوحدة الواحدة من العائلة :i( في الفترة الزمنية )t) 
Hit :( كلفةخزن الوحدة الواحدة من العائلةi( في الفترة الزمنية )t) 
Rt( كلفة ساعة العمل في الوقت الطبيعي للعامل الواحد  في الفترة الزمنية :t) 
Ot :كلفة ساعة الع( مل في الوقت الإضافي للعامل الواحد  في الفترة الزمنيةt) 
Dit( الطلبات المتوقعة للعائلة :i( في الفترة الزمنية )t ) 
Mi( لإنتاج وحدة واحدة للعائلة )رجل ساعة ( الوقت المطلوب :i) 
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R`t( في الفترة الزمنية )رجل ساعة( مجموع ساعات العمل الاعتيادية المتاحة :t) 
O`tرجل ساعة( في الفترة الزمنية ): مج( موع ساعات العمل الإضافية المتاحةt) 
Iio( مستوى الخزين في بداية الفترة الزمنية للعائلة :i) 
T عدد الفترات الزمنية المخطط لها : 
N عدد العوائل المنتجة : 

Xit( عدد الوحدات المنتجة من العائلة :i( في الفترة الزمنية )t) 
Iitعدد الوحدا :( ت المخزونة من العائلةi( في نهاية الفترة الزمنية )t) 
Rt: ( عدد ساعات العمل الطبيعية المستخدمة في الفترة الزمنيةt) 
Ot( عدد ساعات العمل الطبيعية المستخدمة في الفترة الزمنية :t) 

 الصيغة الرياضية للبرمجة الخطية للموديل الأول: 
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 ولغرض تطبيت الموديل الرياضي الأول نستخدم البيانات الموضحة في الجدول أدنال:
 Jan Feb Mar Apr May Jun 

Demand (dit) 100 100 150 200 150 100 

 Unit Production cost 

(Cit) 
7 8 8 8 7 8 

Unit- holding cost (hit) 3 4 4 4 3 2 

Unit- regular labor cost 

(rt) 
15 15 18 18 15 15 

Unit- overtime labor cost 

(ot) 

22.5 22.5 27 27 22.5 22.5 

Available man- hours 

regular (R`t) 
120 130 120 150 100 100 
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Available man- hours 

overtime (O`t) 

30 40 40 30 30 30 

 

لأول نحصل على الحل الأمثل الموضل ومن خلال استخدام المعادلات الرياضية للموديل ا
 ( 4في الجدول رقم )

 
 Dec Jan Feb Mar Apr May Jun 

Man-hours (R) labor  120 130 120 150 100 100 

Man-hours (O) labor  0 17 0 30 30 0 

Production (Xit)  120 147 120 180 130 100 

Inventory (Iit) 3 23 70 40 20 0 0 

Optimal cost $(20193) 

 

Table-4- Solution to model 1 

 النموذج الثاني للتخطيط الإجمالي:   6-6-2
الذي يعمل تغيير قوة العمل عن طريت الاستقدام أو الاستغناء عن العماله وتثبيت معدل 
الإنتاج باستخدام الوقت الإضافي والسماح باستخدام أسلوب الطلبيات الراجعة 

(Backorder ) 
         Definition of variables and Constantsغيرات والثوابت      تعريف المت

Cit( كلفة إنتاج الوحدة الواحدة من العائلة :i( في الفترة الزمنية )t) 
Hit :( كلفة خزن الوحدة الواحدة من العائلةi( في الفترة الزمنية )t) 

itكلفة الوحدة الواحدة من الطلبية ا :( لراجعة من العائلةi( في الفترة الزمنية )t  ) 
Rt( كلفة ساعة العمل في الوقت الطبيعي للعامل الواحد  في الفترة الزمنية :t) 
Ot :( كلفة ساعة العمل في الوقت الإضافي للعامل الواحد  في الفترة الزمنيةt) 
htكلفة ساعة العمل الواحدة من خلال استقدام العامل الجديد في ا :( لفترة الزمنيةt) 
ft: ( كلفة ساعة العمل الواحدة من خلال الاستغناء عن العامل في الفترة الزمنيةt ) 

dit( الطلبات المتوقعة للعائلة :i( في الفترة الزمنية )t) 
Mi( لإنتاج وحدة واحدة للعائلة )رجل ساعة( الوقت المطلوب :i) 

pات العمل للوقت الاعتيادي : نسبت عدد ساعات العمل الإضافي من مجموع ساع 
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Iio( مستوى الخزين في بداية الفترة الزمنية للعائلة :i ) 
T عدد الفترات الزمنية المخطط لها : 
N عدد العوائل المنتجة : 

Xit( عدد الوحدات المنتجة من العائلة :i( في الفترة الزمنية )t) 
Rt: عدد ساعات العمل الطبيعية المستخدمة في الفترة الزمن( يةt) 
Ot( عدد ساعات العمل الطبيعية المستخدمة في الفترة الزمنية :t) 

I
+

it( عدد الوحدات المخزونة من العائلة :i( في نهاية الفترة الزمنية )t) 
I

-
it( عدد الوحدات الراجحة من العائلة :i( في نهاية الفترة الزمنية )t ) 

Htعدد ساعات العمل المتاحة من خلال استقدام العم :( ال الجدد في الفترة الزمنيةt) 
Ftء: عدد ساعات العمل المتاحة من خلال الاستغنا ( عن العمال في الفترة الزمنيةt) 

 الصيغة الرياضية للبرمجة الخطية للموديل الثاني: 
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 دم البيانات الموضحة في الجدول أدنال:ولغرض تطبيت الموديل الرياضي الثاني نستخ 
 

 Jan Feb Mar Apr May Jun 

Demand (dit) 100 100 150 200 150 100 

 Unit Production cost (Cit) 7 8 8 8 7 8 

Unit- holding cost (hit) 3 4 4 4 3 2 

Unit- regular labor cost (rt) 15 15 18 18 15 15 
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Unit- overtime labor cost 

(ot) 

22.5 22.5 27 27 22.5 22.5 

Unit- Backorder cost ( it ) 20 25 25 25 20 15 

Hiring cost (ht) 20 20 20 20 20 20 

Firing cost (ft) 20 20 20 20 20 20 

 
من خلال استخدام المعادلات الرياضية للموديل الثاني للتخطيط الإجمالي نحصل على الحل 

 ( 6ل الموضل في الجدول رقم )الأمث

 

 Dec Jan Feb Mar Apr May Jun 

Man-hours  Hired 

(Ht)  
 129 0 0 0 0 0 

Man-hours  Fried(Ft)   0 0 0 0 0 7 

Man-hours (R) labor  129 129 129 129 129 129 

Man-hours (O) labor  0 0 0 32 0 0 

Production (Xit)  129 129 129 161 129 121 

Inventory (I
+
it) 3 32 60 39 0 0 0 

Unit- Backorder (I
-
it) 0 0 0 0 0 21 0 

Optimal cost $(19784) 

 
 

  Disaggregate models                    نماذج تجزئة التخطيط الإجمالي 6-7
( للشركات الإنتاجية لابد من تجزئة التخطيط MPSلغرض بناء جدول الإنتاج الرئيسي )

اليه أي تجزئة العوائل الإنتاجية إلى مجموعة من المنتجات التي تتكون منها كل عائلة الإجم
إنتاجية وهنا يكون تخطيط الإنتاج مقسم إلى فترات زمنية أسبوعياى على عكس التخطيط 
الإجمالي التي تكون الفترات الزمنية شهرياى  ومن خلال تجزئة التخطيط الإجمالي نستطيع 

تاج الرئيسيةه التي هي عبارة عن جداول إنتاج يحدد عدد الوحدات أو تخطيط جداول الإن
المكونات الأزمة للإنتاج خلال فترة زمنية معينة فهو بصورة عامة عبارة عن جداول يبين ما 
الذي ينبغي إنتاجته وما هي كمياتت المطلوبةه ومتى يتم إنتاجت ويجب أن تتست هذل الجداول 

وهناع نوعين من النماذج الرياضية باستخدام اسلوب البرمجة مع خطة الإنتاج الإجمالي  
 الخطية التي تعمل على بناء جداول الإنتاج حسب طبيعة الشركة الإنتاجية 
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 -Optimizing MPS in a make- toنموذج جداول الإنتاج لغرض الخزين ) 6-7-1

stock model) 
        Definition of variables and Constantsتعريف المتغيرات والثوابت      

 )عدد المنتجات التي تتكون منها كل عائلة المطلوب إنتاجت( 
n: the number of parts 

 عدد الفترات الزمنية لجدول الإنتاج الرئيسي المخطط لها
 T: the number of periods 

 كلفة تنصيب المنتجات
  Ai: set- up cost for production  

 ن المنتجات خلال كل فترة زمنية()كلفة خزن الواحدة م
 hi: holding cost per unit 

 الساعات المطلوبة للإنتاج وحدة واحدة من منتجات كل عائلة من العوائل الإنتاجية 
كمية الوحدات المنتجة من كل منتج من منتجات العوائل الإنتاجية خلال الفترات الزمنية 

 المخطط لها )وتكون طول الفترة أسبوع(
X

k
ip= production quantity of products family (i) in period time  

 )كمية الخزين من كل منتج في نهاية الفترة( 
Iit= on hand inventory of product in  the end of period  

ويساوي صفر في حالة عدم وجود إنتاج في كل فترة  في حالة وجود إنتاجه 0متغير ثنائي= 
 زمنية

Yit= 1 if product  is produced in period t, 0 otherwise   
)عدد الساعات الإنتاجية المخطط لها ضمن الشهر الواحد والتي تم استنتاجها من نماذج 

 التخطيط الإجمالي

Rt= production hours  planning in the periods time (t`) 

 

 الصيغة الرياضية للموديل الأول
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 نموذج جداول الإنتاج لغرض الطلب  6-7-2

 Optimizing MPS in a make-to- order model   

        Definition of variables and Constantsتعريف المتغيرات والثوابت      

X
k

it`  عدد الوحدات المنتجة من كل منتج من منتجات العوائل الإنتاجية المطلوب إنتاجها
 في كل فترة زمنية من الفترات المخطط لها )أسبوع(

I
k

it`  عدد الوحدات من كل منتج من منتجات العوائل والمخزونة في نهاية كل فترة   زمنية
 طط لها )أسبوع(من الفترات المخ

I
k-

it`  عدد الوحدات من كل منتج من منتجات العوائل الغير متحققة في نهاية كل فترة زمنية
 من الفترات المخطط لها )أسبوع(

d
0-

t`  )وقت العمل الغير مستغل في كل فترة زمنية من الفترات المخطط لها )أسبوع 
d

0+
t`   من الفترات المخطط لها )أسبوع(وقت العمل الإضافي المستخدم في كل فترة زمنية 

d
3-

t  الانحرافات السالبة عن مستوى وقت العمل الإضافي المخطط لها في كل شهر 
d

3+
t  الانحرافات الموجبة عن مستوى وقت العمل الإضافي المخطط لها في كل شهر 

d
1-

it`  الانحرافات السالبة عن مستوى الإنتاج الإجمالي المخطط لت في كل شهر 
d

1+
it` الانحرافات الموجبة عن مستوى الإنتاج الإجمالي المخطط لت في كل شهر 

D
2-

it`  الانحرافات السالبة عن مستوى الخزين المخطط لت للعوائل الإنتاجية في كل شهر 
D

2+
it`  الانحرافات الموجبة عن مستوى الخزين المخطط لت للعوائل الإنتاجية في كل شهر 
`it

k لطلبية الغير متحققة للوحدة الإنتاجية الغير متحققة كلفة ا 
W

كلفة الانحراف السالب لمستوى وقت العمل الإضافي الحالي عن وقت العمل الإضافي  -3
 المخطط لت ضمن الشهر 
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W
كلفة الانحراف الموجب لمستوى وقت العمل الإضافي الحالي عن وقت العمل  +3

 الإضافي المخطط لت ضمن الشهر 
W

ة الانحراف السالب لمستوى الإنتاج الإجمالي الحالي لمنتج العائلة الحالي عن كلف -1
 مستوى الإنتاج الإجمالي لمنتج العائلة المخطط لت ضمن الشهر  

W
كلفة الانحراف الموجب لمستوى الإنتاج الإجمالي الحالي لمنتج العائلة الحالي عن  +1

 لت ضمن الشهر  مستوى الإنتاج الإجمالي لمنتج العائلة المخطط 
W

كلفة الانحراف السالب لمستوى الإنتاج الإجمالي لمنتج العائلة الحالي عن مستوى  -2
 الإنتاج الإجمالي لمنتج العائلة المخطط لت ضمن الشهر  

W
كلفة الانحراف الموجب لمستوى الإنتاج الإجمالي لمنتج العائلة الحالي عن مستوى  +2

 المخطط لت ضمن الشهر   الإنتاج الإجمالي لمنتج العائلة
t` )عدد الفترات الزمنية المخطط لها )أسبوع 
n  عدد العوائل الإنتاجية 
J  عدد المراكز الإنتاجية 

Li  طول فترة الانتظار لإكمال العملية الإنتاجية لكل منتج من منتجات العوائل من مرحلة
 ة  إصدار أوامر الشراء وأوامر العمل لحين إكمال العملية الإنتاجي

M الأفت الزمني المخطط لجدول الإنتاج الرئيسي 
 الفترة الزمنية المحدد )الأسبوع( لبداية العملية الإنتاجية في مراكز الإنتاج

ji
kr النسبة المئوية من مجموع ساعات العمل المطلوبة لغرض إنجاز العمليات الإنتاجية  ,

 ز من مراكز الإنتاج لكل منتج من منتجات العوائل في كل مرك
 

 الصيغة الرياضية للموديل الثاني
                                                Objective function 
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 (The Inventory constraintقيد الخزين  ) 4
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 (Regular Time Deviation Constraintقيد انحراف وقت العمل الاعتيادي ) 6
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 أسئلة وتمارين عامة
وح انتاج المرا قسمعلى المراوح لسقفية المنتجة في  الإجماليالجدول التالي يبين الطلب   1 

 6-1في شركة الصناعات الخفيفة للاشهر 
 6 5 4 3 2 1 الشهر
 700 550 420 410 350 400 الطلب

 
 وقد توفرت البيانات التالية ايضا:

 عامل  9القوة العاملة الحالية: 
 دينار/ وحدة/ شهر 250كلفة الخزين: 

 دينار/ وحدة/ شهر 4500كلفة التعاقد الفردي : 
 دينار/ عامل 7500ادي: اجرة العمل بالوقت الاعتي
 دينار/ امل 10.000اجرة العمل الاضافي: 

 ساعات  6الوقت اللازم لانتاج الوحدة الواحدة =
 دينار/ عامل15000كلفة استئجار العامل= 

 دينار/ عامل 20.000كلفة الاستغناء عن العامل : 
 ساعات8يوم العمل: 

 صفر أول المدة = خزين 
 صفر أخر المدة =  خزين
 -وب:المطل

 خطط انتاج اجمالية وفت الاستراتيجيات الاتية: اعداد  -1 
   استراتيجية التحكم بالخزين 1
 الفرعي   استراتيجية التعاقد 2
  والاعتيادي   استراتيجية الحكم بالوقت الاضافي 3
   استراتيجية التحكم بالقوة العاملة 4
 الاجمالي  التخطيط بين جميع تكاليف   5
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كة العامة للصناعات الخفيفية بانتاج مضخة ماء )الواتر بم( وتوفرت الشر  ترغب ( 2
 :المضخات  البيانات التالية من هذل 

 6 5 4 3 2 1 الشهر
 850 950 800 750 600 650 الطلب

 الطاقات:
 الانتاج بالوقت 

 الاعتيادي
500 620 710 650 800 

 الانتاج بالوقت 
  الاضافي 

200 200 200 200 200 

 300 300 300 300 300 قد الفرعيالتعا
 
 صفر = اول المدة خزين  

 التكاليف:
 دينار/ عامل/ ساعة 600اجرة العمل بالوقت الاعتيادي: 

 دينار/ عامل/ ساعة 750الاضافي:  بالوقت اجرة العمل
 دينار/ وحدة 1100ي: عكلفة التعاقد الفر 

 دينار/ وحدة/ شهر 150بالخزين=  الاحتفاظ كلفة 
 ايجاد مجموع التكاليف الخطة الاجمالي للانتاج هذا لضمان استخدام جميع  المطلوب

 سياسات التخطيط الاجمالي المتاحة 
( يقوم مدير الانتاج للشركة العامة للصناعات الهندسية بتصميم واعداد خطة الانتاج 3

 الشاملة للاشهر الستة القادمة وحصل على المعلومات التالية لهذل الاشهر
 6 5 4 3 2 1 الفترة

 75 150 130 125 100 80 التنبؤ 
 

 وكذلع الكلف على النحو التالي:
 دينار/ وحدة في نهاية كل شهر  10تكلفة الاحتفاظ بالخزين=  -1



 186 

 دينار / وحدة بالشهر 100تكلفة نفاذ المخزون=  -2

 دينار / شخص 400الى هذا المنتج=  العمال  تحويل تكلفة -3

 دينار/ شخص 300تج= تكلفة تمويل العمال من هذا المن -4

 المخزون في بداية الفترة = صفر -5

 شخص  16عدد العاملين في بداية الفترة =  -6

 ( وحدة شهريا 5معدل انتاج الفرد الواحد = ) -7

ممكنة  لتحقيت اقل كلف اوجد الخطة الانتاجية الاجمالية لهذل الشركة المطلوب: 
 المختلفة  الياسات باستخدام 

 
 (لشركة الهندسيةا) حل المثال الثالث   3

 الجدول الاتي يبين السياسات المختلفة
 المجموع 6 5 4 3 2 1 التعامل ت
 الطلب المتوقع  -1

 وحدة
80 100 125 130 150 75 660 

 الطلب المتوقع  -2
 التراكم

80 180 305 435 585 660 660 

 معدل الانتاج  -3
 الوحدة

90 90 130 13 130 90 660 

 معدل الانتاج  -4
 التراكم )وحدة(

90 180 310 440 570 660 660 

المخزون نهاية   -5
 المدة )وحدة(

 20 صفر صفر 5 5 صفر 10

نفاذ الخزين   -6
 )وحدة(

 15 صفر 15 صفر صفر صفر صفر

 الاحتفاظ تكلفة  -7
 بالمخزون )دينار(

 200 صفر صفر 50 50 صفر 100
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تكلفة نفاذ المخزن   -8
 )دينار(

 1500 صفر 1500 صفر صفر صفر صفر

 نعدد العاملي  -9
 )شخص(

18 18 26 26 26 18 - 

 تقليل تكلفة   -10
 العاملين )دينار(

 6400 2400 صفر صفر 3200 صفر 800

 الكليةالتكلفة   -11
 )دينار(

 8100 2400 1500 50 3250 صفر 900

 
 حول الجدوي  ملاحظات 

 10=660/6=6( = مجموع الطلب المتوقع /3معدل الانتاج )الصف  -1
(+المخزون في بداية 1)الصف  -4الصف  ( =5نهائية المدة )صف المخزون    -2

 المدة

 دينار 10×  5( = الصف 7)الصف  الاحتفاظ تكلفة  -3

 100×6( = الصف 8)الصف  نفاذ المخزون  تكلفة -4

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الفصل السابع
 Game Theoryنظرية المباراة     
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 Introduction                     المقدمة                                  -7-1
  Zero Sum Gameالمباراة ذات المجموع الصفري )المستقرة(               -7-2

 الادنى  –الاقصى, الاقصى  –معيار الادنى  -7-3
Minimize , Maximum Criterion 

 Using Dominancesاستعمال الهيمنة                                   -7-4
 Game Without saddle point(        مباراة عدم التوازن )غير المستقرة-7-5
 Mixed strategies methodطريقة المزيج بين الستراتيجيات           -7-5-1
 Arithmetical methodالطريقة الحسابية                            -7-5-2
 Joint probabilities methodطريقة الاحتمالات المشتركة            -7-5-3
 M×2أو  M×2اة ذات الابعاد المبار  -7-6

Game with Dimensions M2 or 2M 

 Dominances methodطريقة السيطرة                                -7-6-1
 Sub Game method                         طريقة المباراة الفرعية   -7-6-2
 Linear Equation  methodطريقة المعادلات الخطية               -7-6-3
 Graphical methodالطريقة البيانية                                   -7-6-4
 Linear Programingالبرمجة الخطية                                  7-6-5

 

 

 

 

 

 

 

 Game Theoryنظرية المباريات      
 Introductionالمقدمة:    7-1



 189 

س أو الصراع بين الخصوم )اشخاص أو جماعات( ذوي الاهداف ( إلى مواقف التنافGameتشير كلمة )
المتعارضة وكل لاعب يمتلع مجموعة من الاستراتيجيات المتاحة التي تكون معروفة لدى الخصم )لكلا 
الطرفين المتنافسين( لكن أي منهما لا يعرف الاستراتيجية التي سوف يستخدمها اللاعب المتنافس تجال 

 الاخر 
( Zero-sum-Game( ما يخبرل اللاعب الاخر فانت تسمى المباراة الصفرية )Playerكسب اللاعب )

وهذا النوع من المباراة هو الاكثر شيوعاى في عالم الادارة وهذا النوع من المباراة سوف يؤخذ بنظر الاعتبار 
سين كما يجب العلم ان هناع بعض مواقف الصراع والتنافس ضد تتضمن كسب أو خسارة لكلا المتناف

تسمى )المباراة ذات المجموع غير الصفري( والهدف من نظرية المباراة هو تحديد افضل استراتيجية من 
 ظل اللاعب على افتراض ان خصمت عقلاني ورشيد وذكي وسيقوم بتحركات مضادة ذكية 

 
 (Zero – sum Gameالمباراة ذات المجموع الصفري المستقرة ) 7-2

لنوع من المباريات فما يحصل عليت من كسب يمثل خسارة الطرف الاخر التعارض التام هو صفة هذا ا
والنتيجة تكون هي الصفر للطرفين, وعلى هذا الاساس يسعى كل طرف أما لاختيار الاستراتيجية التي 
تعظم من منافعة في حالة الارباح أو إلى اختيار استراتيجية التي تعمل على تخفيض خسارتت إذا كان في 

( ولتصور ذلع B( وطرف يخسر هو )Aرة أو طبيعة المشكلة تظهر هناع طرف يكسب )حالة الخسا
 ناخذ المثال التالي المصفوفة التالية:

 

 B اللاعب

 A اللاعب
1 70 -50 

2 80 100 

تتميز هذة المباراة بوجود طرفين متنافسين وان مايكسبة احد الاعبين يساوي تماما مايخسرة الاعب الاخر 
 من المباراة يمكن حلة بالجبر الاعتيادي او جبر المصفوفات وهذا النوع 

 (Pure strategy and saddle poinالاستراتيجية المثلى ونقطة التوازن )3-7 
لو ان كل لاعب من اللاعبين سوف يختار ستراتيجية واحدة يلعبها طول الوقت طالما كانت المباراة قائمة 

هذل الحالة أي عندما يلعب كل لاعب الاستراتيجية المثلى وبالتالي سوف يكون الدفع المتحقت في 
(Optimal pure strategy( نقطة التوازن )saddle point واي هي عبارة عن قمة المباراة عندما )



 190 

( وانى يمكن تحدديها Pure strategyيلعب كل لاعب عن اللاعبين استراتيجية المثلى أو الخالصة )
الاستراتيجية المثلى واكبر قيمة عددية في محدد الاستراتيجية المثلى بانها اصغر قيمة عددية في صف 

( سوف يحصل على دفع مادي لاكبر قيمة عددية من أي حت بينما يحصل اللاعب Aإلى ان اللاعب )
B  على دفع مساوي لاكبر قيمة عددية في أي محدد وعندما تكون هناع قيمة عددية وهذل تحقت من

( aij>0( أي يجب ان تكون اكبر من صفر )aij( يعبر عنت )Aربل الطرف )المصفوفة اعلال نجد ان 
( إذا A( لأن ذلع يعني ان الطرف )aij>0( إذا كانت )Bوفي نفس الوقت تعبر عن خسارة الطرف )

سوف يخسر امام  B( فان ذلع يعرف ان الطرف jلاستراتيجية ) b( واختيار الطرف iاختار استراتيجية )
 ( ولتوضيل ذلع نتعرف على المثال التالي:aijقدار )( بما مAاللاعب )
 (: احسب وصفياى الفائز بالمباراة وقيمة المباراة1مثال )

Ex(1) Find the value of the Game and the Winner 

 

 B اللاعب

 A اللاعب
1 50 -60 

2 30 100 

 

صفوف في حين تشير السالبة إلى في المثال اعلال تشير الارقام الموجبة إلى كسب اللاعب الذي يلعب ال
( ان Aكسب اللاعب الذي يلعب الاعمدة فلو القيت نظرة إلى المصفوفة اعلال تبين ان الافضل للاعب )

( Bيلعب ستراتيجية الاولى لانها تضمنت لت الكسب مهما كانت الاستراتيجية التي سوف يلعبها اللاعب )
( معنى ذلع ان كلا اللاعبين يلعبان بطريقة مثلى ولكن هذا الشرلا )نقطة التوازن  Bفاذا اختار اللاعب 

على الدوام تكون هناع توازن في كل مباراة ولكن في حالة وجود نقطة توازن فان اللاعبين الذي يغير 
استراتيجية مع بقاء اللاعب الاخير محافظاى على ستراتيجية المثلى عبر )نقطة التوازن( فان اللاعب الذي 

 مثلى سوف لن يستطيع زيادة عوائدل أو تقليل خسائرل لتعد الان غير ستراتيجية ال
  

 Minimize , Maximum Criterionالاقصى    -الادنىمفهوم  3 -7



 191 

يغير هذا المعيار اكثر تحفظاى لانت يعتمد على عمل الاحسن من بين كل الظروف الممكنة فاذا كانت 
( تكون الخسارة الاسوى هي القيمة aiية المعينة )الخسارة تمثل النتيجة لمتخذ القرار فانت للستراتيج

 القصوى 
 ( Min Maxوحسب هذا المعيار يتم اختيار الاقل من بين الاعظم للسياسات المختلفة ولهذا سمي )

 or (Max Min )( Min Maxحل مصفوفة المباراة التالية باستخدام )( 2)مثال
(Example 2) Solve Matrix Game following by using (Min Max) or (Max Min). 

 

             Bاللاعب      

      A اللاعب

 Q1 Q2 

P1 70 -60 

P2 100 90 

سوف تختار اقل قيمة من كل صف ومن ثم تختار اكبر قيمة من بين القيم الاقل في الصفوف وتختار 
قيم في الاعمدة وبالتالي اكبر قيمة في كل عمود من الاعمدة ومن ثم تختار اقل القيم من بين اكبر ال

 Min( اقل الاعلى في العمود )70( والقيمة )Max Min( اعلى الاقل في الصف )70ستكون القيمة )

Max أي ان الاعلى الاقل من الصف تساوي الاقل الاعلى في العمود مما يعني ان هناع نقطة توازن )
داخل خسارة للاعب  Aبل للاعب ( وهي تعتبر اقل ر Value of The Game( هي قيمة المباراة )70)

B  

 B             Row Minاللاعب      

      A اللاعب

 Q1 Q2  

P1 70 -60 -60 

P2 100 90 90 

Column Max                          100  90  

 Dominance    الهيمنة    7-4
أو ذلع عندما تتفوق عليها  في كثير من الاحيان يتم حذف بعض الاستراتيجيات الخاصة بهذا الطرف

استراتيجيات اخرى وبالاخص عندما تكون المباراة ذات المجموع الصفري إلى ما يربحت طرف يخسرل 
ليع المثال  رقم )  ( 3الاخر وا 

 اوجد قيمة المباراة باستخدام طريقة الهيمنة  (3)مثال 
Ex.3 Compute the value of the Game using Dominances method. 
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A اللاعب 

B   اللاعب 
 Q1 Q2 Q3 

P1 10 8 8 

P2 18 6 4 

P3 -10 4 -2 

P4 0 6 4 

 
( فاذا 3( تتفوق على )A( :)4, 2, 1من البيانات الواردة في المصفوفة نلاحظ ان ستراتيجية اللاعب )

( في 10( ويخسر )1( في الاستراتيجية )10( يربل )A( فان اللاعب )1الاستراتيجية ) Bلعب اللاعب 
( 1( في ستراتيجية )8يربل ) A( فان اللاعب 2( الاستراتيجية )B( أما إذا لعب اللاعب )3الاستراتيجية )

( في 8يربل ) A( فان اللاعب 3( ستراتيجية )B( أما إذا لعب اللاعب )3( في ستراتيجية )4ويربل )
( 3( على ستراتيجية )1تيجية )سترا A( لذلع يفضل اللاعب 3( في ستراتيجية )2( ويخسر )1ستراتيجية )

( حي  يلاحظ ان B( أما اللاعب )4( على ستراتيجية )2( و )1اضافة إلى تفوق الاستراتيجيات )
 ( ومن هنا يمكن اختصار المصفوفة الاصلية 2( تتفوق على ستراتيجية )3الاستراتيجية )

  Bاللاعب 
3 1  

ب 
لاع

ال
A 

8 10 1 
4 18 2 

 
( يستطيع الاستراتيجية الاولى Bنات الواردة في المصفوفة اعلال نلاحظ ان اللاعب )إذا نظرنا إلى البيا

لا توجد استراتيجية متفوقة احدهما على الاخرى  A( عليها في حين بالنسبة للاعب 3( بسبب تفوق )1)
 لذا يكون شكل المصفوفة في النهاية

 
  Bاللاعب 

3  

عب
اللا

A
 

8 1 
4 2 
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يستطيع اللعب بر  B( يستطيع اللعب بالاستراتيجية الاولى واللاعب Aتج ان اللاعب )مما ورد اعلال نستن

 ( 8( خسر )B( وبالمقابل )8( كسب )A( وفي هذل الحالة يكون )3)
      Game without as addle pointمباراة عدم التوازن   7-5

ن تحديد الاستراتيجيات المثلى التي في الامثلة السابقة يتبين ان هناع نقطة توازن والتي من خلالها يمك
يجب ان يمارسها المشاركين في المباراة طول الوقت, الا ان هناع من المباراة التي لا يمكن لا يكون فيها 
نقطة توازن وبالتالي لا يمكن ايجاد قيمتها باستخدام المعايير السابقة وبالتالي يتطلب استخدام احدى 

 الطريقتين 
 Mixed strategies Method  ج من الاستراتيجياتطريقة المزي  7-5-1

تعتمد هذل الطريقة على استخدام مزيج من الاستراتيجيات بدلاى من تطبيت واحدة طول الوقت وفي هذل 
الحالة فان كل طرف من المباراة سيحاول تطبيت كل ستراتيجية وفقاى لتشكيلة محددة من الاحتمالات التي 

ف سوف يمنل كل صف من حقية جزءاى من الوقت وكذلع سيفعل لاعب يمكن استخدامها فلاعب الصفو 
 الاعمدة فلو اخذنا المثال التالي:

 وقيمة المباراة طبقاى لمصفوفة الدفع التالية؟ A,Bاوجد الاستراتيجية المثلى لكل من اللاعبين  (4)مثال
(Example 4) Find strategies For player is (A,B) and the value of (V) for the pay 

off matrixe 

 

 

     B اللاعب   Row Min 

 A اللاعب 

 Q1 Q2  

P1 6 18 6 

P2 15 12 12 

   Column Max 15 18  

 

 

 

12≤ 𝑽 ≤ 𝟏𝟓 

( والتي Min Max( لا تساوي اقل الاعلى  )12( تساوي )Max Minيلاحظ ان قاعدة اعلى اقل )
سوف يلتجؤن إلى استخدام مزيج من الاستراتيجيات ( وفي هذل الحالة فان كلا اللاعبين 1تساوي )

Max Min=12 

Min Max=15 
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سوف يلعب كل عمود  Bسوف يلعب على صف من حقية جزء من الوقت وكذلع المتنافس  Aفالمتنافس 
 من عمودية جزء من الوقت فلو فرضنا:

P نسبة الوقت الذي يقضيت اللاعب =A ( ( 1للعب الصف الاول )ستراتيجية رقم) 
P-1ضيت اللاعب = نسبة الوقت الذي يقA (( 2للعب الصف الثاني )الاستراتيجية رقم) 

Q1 نسبة الوقت الذي يقضيت اللاعب =B ( ( 1للعب في العمود الاول )ستراتيجية رقم) 
Q2 نسبة الوقت الذي يقضيت اللاعب =B ( 2للعب العمود الثاني )ستراتيجية رقم 

      A اللاعب            Bاللاعب      

 Bاللاعب  

 Q1 Q2 

عب
اللا

 A
  
  
  
  

P1 6 18 

P2 15 12 

P1+P2=1 

Q1+Q2=1 

 
عقلاني ذكي منطقي فهو في هذل الحالة سوف يرغب في تقسيم وقتت للصفوف  Aبافتراض ان اللاعب 

)ستراتيجية( الاولى والثانية بحي  تكون ملكية المتوقعة من لقب صف الثاني )الاستراتيجية الثانية( بغض 
 (Bاللاعب ) النظر كما سيلعبت

6P1+15(1-P1)=18P+12(1-P1) 

6P1+15-15P1=18P1+12-12P1 

-9P1+15=6P1+12 

3=15P1P1=
𝟑

𝟏𝟓
=

𝟏

𝟓
 

 كذلع
P2=1-P1=1-

𝟏

𝟓
=

𝟒

𝟓
 

𝟏سوف يلعب الصف الاول بوقت  Aكذلع اللاعب 

𝟓
𝟒في حين يلعب الصف الثاني بوقت  

𝟓
  

( فانت سيقوم بتقسيم وقتت )للاعمدة( )ستراتيجية الاولى والثانية( A( بنفس منطت )Bأما بالنسبة للاعب )
بحي  تكون خسارتت المتوقعة من لعب عمودة الاول )ستراتيجية الاولى( تساوي خسارتت المتوقعة من لعب 

 عمودة الثاني وبالتالي سيكون كما يلي:
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6Q1+18(1- Q1)=15 Q1+12(1- Q1) 

6 Q1+18-18 Q1=15 Q1+12-12 Q1 

-12 Q1+18=3 Q1+12 

6=15 Q1 

Q1= 
𝟔

𝟏𝟓
 =2/5 

 كذلع
Q2=1-Q1=1-2/5=(

𝟑

𝟓
( 

𝟐سوف يلعب العمود الاول بوقت ) Bأي ان الراغب 

𝟓
𝟑( في حين يلعب العمود الثاني بوقت )

𝟓
( من الوقت 

 وعملية تقسيم الوقت للاعب والصفوف أو الاعمدة يجب ان تتم بدون نمط معين أي عشوائياى 
 :يجاد قيمة المباراة للمثال السابت سيكون كما يلي لا

 

   
 Bاللاعب      

 
prob 

عب
اللا

 A
  
  
  
  

 Q1 Q2  

P1 6 18 1/5 

P2 15 12 4/5 

prob 2/5 3/5  

 

 
 وهي قيمة المباراة  Aانما اجمالي الكسب المتوقع للاعب 

 

V1=
𝟒

𝟓
[𝟔 ∗

𝟏

𝟓
+ (𝟏𝟓 ∗

𝟒

𝟓
)]+

𝟑

𝟓
[(𝟏𝟖 ∗

𝟏

𝟓
) + (𝟏𝟐 ∗

𝟒

𝟓
)] 

V1=
𝟐

𝟗
[

𝟔𝟔

𝟗
]+

𝟑

𝟓
[

𝟔𝟔

𝟓
]=

𝟑𝟑𝟎

𝟐𝟓
=13.2 

∴V1=13.2 

إذا لعب ستراتيجياتت بدون نمط معين فانت يتوقع ان يكسب بالمتوسط العائد بمقدار  Aأي ان اللاعب 
 (Bفي كل مرة يلعب فيها المباراة وبالتالي ستكون الخسارة المتوقعة للاعب ) 13.2

 
V3= 

𝟏

𝟓
[𝟔 +

𝟐

𝟓
]+(𝟏𝟖 ∗

𝟑

𝟓
)+

𝟒

𝟓
[𝟏𝟓 ∗

𝟐

𝟓
]+(𝟏𝟐 ∗

𝟑

𝟓
) 

V3=
𝟏

𝟓
[

𝟔𝟔

𝟓
]+

𝟒

𝟓
[

𝟔𝟔

𝟓
]=

𝟑𝟑𝟎

𝟐𝟓
=13.2 
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( 13.2هو الذي يكسب المباراة ويكون كسبت بالمتوسط ) Aولما كانت قيمة المباراة موجبة فان اللاعب 
( في كل مرة يلعب فيها 13.2( بالمتوسط )Bراة في حين خسارة اللاعب )في كل مرة يلعب فيها المبا

 المباراة 
 

 Method  Arithmetic   الطريقة الحسابية    7-5-2
وهناع طريقة اخرى لإيجاد نسبة الوقت الذي يقضيت كل من اللاعبين وهو الطريقة الحسابية 

(Arithmetical Methodوذلع عبر النقالا التالية على ال ):مثال السابت 
 نقوم بطرح العائد الاصغر من العائد الاكبر لكل عمود ولكل صف  -1
 تبادل القيم الناتجة عن عملية الطرح يبين الصفين ويبين العمودين  -2
 والاعمدة  ايجاد نسبة الوقت للصفوف -3 

 عملية التبادل
 

  

  Bاللاعب  

  Q1 Q2  

 اللاعب
A

        

P1 6 18 3 

P2 
15 12 12 

  6 9 15 

 
 

 

  
 Bاللاعب      

 
   

   Q1 Q2   

A اللاعب 
        

P1 6 18 12 

P2 15 12 3 

   9 6    

Prob. 6/15       9/15 
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 Joint Probabilities Methodطريقة الاحتمالات المشتركة   7-5-3 
يجياتت يتم استخدام طريقة الاحتمالات بعد ان يحدد كل لاعب الوقت الذي يستغرقت في لعب كل من سترات

 المتاحة بطريقة التي تم تناولها فلو عدنا للمثال السابت 
𝟏سوف يلعب ستراتيجية الاولى باحتمال ) Aان اللاعب 

𝟓
𝟒( والثانية بمقدار)

𝟓
( سوف B( بينما اللاعب )

𝟐يلعب ستراتيجية باحتمال )

𝟓
𝟑( والثانية )

𝟓
 لاخرى ( وكل من اللاعبين يلعبان بصورة مستقلة عن ا

 

 

 Q1 Q2  

P1 6 18 1/5 

P2 15 12 4/5 

 2/5 3/5  

 

 القيمة الاحتمالية للعائد الاحتمال العائد الاستراتيجية

𝟐) 6 الصف الاول عمود الاول

𝟓


𝟏

𝟓
) 6 𝟐

𝟐𝟓
=𝟏𝟐

𝟐𝟓
 

𝟑) 18 الصف الاول عمود الثاني

𝟓


𝟏

𝟓
) 18 𝟑

𝟐𝟓
=𝟓𝟒

𝟐𝟓
 

𝟐) 15 لثاني عمود الاولالصف ا

𝟓


𝟒

𝟓
) 15 𝟖

𝟐𝟓
=𝟏𝟐𝟎

𝟐𝟓
 

𝟑) 12 الصف الثاني عمود الثاني

𝟓


𝟒

𝟓
) 12 𝟏𝟐

𝟐𝟓
=𝟏𝟒𝟒

𝟐𝟓
 

 تساوي  Vإذا قيمة المباراة 
𝟏𝟐

𝟐𝟓
+

𝟓𝟒

𝟐𝟓
+

𝟏𝟐𝟎

𝟐𝟓
+

𝟏𝟒𝟒

𝟐𝟓
=

𝟑𝟑𝟎

𝟐𝟓
= 𝟏𝟑. 𝟐 

 التي توصلنا اليها بالطرائت السابقة وهي نفس القيمة 

 or (M*2)( M*2المباراة ذات الابعاد) -7-6
Game win dimensions (M*2) or (2*M) 

 (M*2( او )M*2  المباراة من نوع )
( M>2وهي الحالة التي يكون فيها لاحد اللاعبين اكثر من ستراتيجيتين واللاعب الاخر ستراتيجيتين )

نقطة توازن فان الطرق السابقة لا تصلل حل مثل هذا النوع من المباراة لذلع وعندما لا تكون هناع 
 -يتطلب استخدام احدى الطرق التالية:

B 

A 
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 طريقة السيطرة  -
 طريقة المباراة الفرعية  -
 طريقة المعادلات الخطية  -
 الطريقة البيانية  -
 البرمجة الخطية  -
 (Dominance Methodطريقة السيطرة ) -7-6-1

( وعدم وجود نقطة توازن وكانت M>2( وعندما تكون )M*2) or( M*2حالة كون المباراة من نوع )في 
( وذلع عن طريت اسقالا الاستراتيجية التي 2*2هناع امكانية لاختزال هذل المباراة إلى مباراة من نوع )

 تعطي اللاعب الاخير الفرصة الوحيدة للكسب وبالتالي حلها بالطرق السابقة 
 ذنا المثال التالي والذي تمثلت المصفوفة التالية:فلو اخ

 
 
 
 
 
 
وقيمة المباراة لمصفوفة الدفع باستخدام طريقة  (A.B)اوجد الاستراتيجية المثلى لكل من   5مثال رقم 

 السيطرة
(Example .5)   find strategies for ply's (A,B)    and the value of(v) for the pay 

off matrix by using (dominance method)  

 

 Bاللاعب  

  Q1 Q2 اللاعب A
        

P1 -25 -15 

P2 18 10 

P3 8 20 

ان لا يلعب الاستراتيجية الاولى لانت سوف يعطي  Aنلاحظ من مصفوفة العائد اعلال ان على اللاعب 
الصف الاول سوف يسقط عن حسابت  A( الفرصة الوحيدة للكسب  لذلع فان اللاعب Bخصمت اللاعب )
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( قد سيطر على الاستراتيجية الاولى وبغض النظر عن ردود فعل اللاعب Aوبالتالي يكون اللاعب )
(B:وبذلع تكون مصفوفة العائد كما يلي ) 

 

 Bاللاعب   

  Q1 Q2 اللاعب A
        

P1 18 10 

P2 8 20 

 ن الاستراتيجيات( أو )طريقة الاحتمالات المشتركة( ولعدم وجود نقطة توازن لذلع سيتم حلها بةحدى الطريقتين )المزيج م
 Sub game Methodطريقة المباراة الفرعية  -7-6-2

( 2 2( وذلع لعدم امكانية اختزالها إلى مباراة من نوع )M*2( أو )M*2تستخدم هذل الطريقة من نوع )
زن ففي هذل الحالة يتم وبالتالي يصعب حلها بةحدى الطرق السابقة بالإضافة إلى عدم وجود نقطة توا

اللجوء إلى المباراة الفرعية ومن ثم اختيار الافضل من بينها وعملية المفاضلة تكون للاعب الذي يكتلع 
 اكثر من استراتيجيتين فلو اخذنا المثال التالي:

 
 

 ( حل المصفوفه المباراة باستخدام طريقة المباراة الفرعية6)مثال
(EX6):-solue game matrix by using sub game methol 

 

 Bاللاعب  

Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 اللاعب A
 

1 15 7 -8 6 -20 

2 10 -25 -12 11 24 

 
يتضل من المصفوفة اعلال انت لايوجد نقطة توازن ولايمكن حلها باحدى الطرق السابقة بالتالي سيلجا 

سقالا الاستراتيجيات التي تحقت والذي يمتلع اكثر من ستراتيجيتين إلى طريقة السيطرة وذلع با Bاللاعب 
 ( الكسب على الدوام وهي الاستراتيجية الاولى والرابعة وتصبل المصفوفة كما يلي:Aللاعب )
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 Bاللاعب  

  Q1 Q2 Q3 اللاعب A
 

1 7 -8 -20 

2 -25 12 24 

 
يمكن حلها بالطرق ( وبالتالي لا2*2المباراة اعلال لايوجد نقطة توازن ولايمكن اختزالها إلى عبارة من نوع )
( حي  يمكن تقسيمها إلى ثلا  2*2السابقة لذا سوف نلجا إلى تقسيم المباراة إلى مباراة فرعية من نوع )

 مباراة فرعية وكما يلي:
 

   

         

 

 

اعلى  Bواختيار المباراة الفرعية التي تحقت للاعب وبالتالي يتم حل كل تشكيلة من المباراة على خدة 
 عوائد أي اعلى قيمة بالإشارة السالبة 

 واذا كانت على سبيل المثال كل القيمة الموجبة فانت سيختار المباراة التي تحقت لت اقل خسارة ممكنة 
 
 Linear Equations Methodطريقة المعادلات الخطية      -7-6-3

 المباراة باستخدام المعادلات الخطية ( حل مصفوفة7)مثال
(Example7) Solve game Matrix by using linear Equation Method: 

 

 B اللاعب   

  Q1 Q2 Q3 اللاعب A
 

1 6 4 14 

2 10 10 6 

3 0 14 4 

 

1 

 7 -8 

-25 -12 

2 

7 -20 

-25 -24 

3 

-8 -20 

12 24 
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طريقة يتضل من المثال اعلال انت لا توجد نقطة توازن ولايمكن حلها بالطرق السابقة لذلع يتطلب حلها ب
 المعادلات الخطية

 
 المباراة Bاستراتيجية  Aالربح المتوقع لــ 

6×1+10X2+0=V (1) 
4X1+10X2+14X3=V (2) 
14X1+6X2+4X3=V (3) 

 
( للعب استراتيجياتت المختارة وذلع A( تساوي نسبة الوقت الذي يقضيت اللاعب )X1, X2, X3حي  ان )

 يكون 
X1+X2+X3=1 

V قيمة المباراة = 
 X1لمعادلات الثلاثة هناع اربعة مجاهيل لذلع يتطلب ان تتخلص من احد المجاهيل وليكن من ا

 ( في المعادلات تحصل علىX1وبالتعويض عن )
X1+X2+X3=1 

X1=1-X2-X3 

6(1-X1-X2-X3)+10X2                         =V……..(1) 

4(1-X1-X2-X3)+10X2+14X3               =V……..(2) 

14(1-X1-X2-X3)+6X2+4X3                 =V……..(3) 

 
 وبالتجزئة للمعادلات اعلال تحصل على:

6+4X2-6X3                                     =V……..(4) 

4+6X2+10X3                                  =V……..(5) 

14-8X2-10X3                                                  = V……..(6) 

 
 ( 6,5,4من المعادلات ) Vضمت  2وسوف نقوم 

 

V-4X1+6X3=6                                    ……..(7) 

V-6X2-10X3=4                                   ……..(8) 
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V-18X2+10X3=14                              ……..(9) 

 ( 8,9دلة رقم )والان يجب التخلص كما احد المحاصيل مرة اخرى ناخذ المعا
 

V-   6X2-  10X3=      4 

V+  8X2+ 10X3=     14 

 

2V+       2X2      =    18                      ……..(10) 

 
 (5,4,6,7يجب ان تكون لدينا ثلا  معادلات جديدة مشتقة من المعادلات )

 
V-4X2+6X3=6     *5 

V-6X2-10X3=4    *3 

 

5V-20X2+30X3=30 

3V-18X2-30X3=12 

 
 

 
8V-       38X2        =    42                     ……..(11) 

 

 

 

V-4X2+6X3=6       *5 

V-8X2+10X3=14   *3 

 

5V-20X2+30X3=30 

-3V-24X2-30X3=24 

 

2V   -  44           =-12                    ……..(12) 

 
 (11( و )10باستخدام المعادلة )

 
2V+2X2=18 *4 

 بالجمع

 بالجمع
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8V-38X2=42 

 

8V+8X2=72 

8V-38X2=42 

 

      46X2=30 

 في الاستراتيجية الثانية Aنسبة الوقت الذي يقضيت اللاعب  ∴
 

X2=
𝟑𝟎

𝟒𝟔
  =  

𝟏𝟓

𝟐𝟑
 

 10في المعادلة  X2وبالتعويض عن قيمة 
2V+2X2=18 

2V+2(
𝟏𝟓

𝟐𝟓
)=18 

 (23  *)يضرب طرفي المعادلة 
46V+30=414 

46V=414-30 

                                                V=384/46=192/23=8.347المباراة  قيمة
 (1( في المعادلة )V( وقيمة )X2وبالتعويض عن قيمة )

V-4X2+6X2=6 
𝟏𝟗𝟐

𝟐𝟑
-4(

𝟏𝟓

𝟐𝟑
)+6X3=6   *23 

192-60+138X3=138 

              138X3=6 

 الاستراتيجية الثالثةفي  Aنسبة الوقت الذي يقضيت اللاعب  ∴
X3=

𝟔

𝟏𝟑𝟖
 = 

𝟏

𝟐𝟑
 

 

 وبما ان
X1+X2+X3=1 

 اذان
X1=1-X2-X3 

X1=1-
𝟏𝟓

𝟐𝟑
-

𝟏

𝟐𝟑
=7/23 

 للعب في الاستراتيجية الاولى  Aنسبة الوقت الذي يقضيت اللاعب 

 بالطرح
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 استراتيجية الخسارة Aوبنفس الطريقة عندما يلعب اللاعب 
 Aية استراتيج Bالربح المتوقع لـ 

6y1+4y2+14y3=v 1 
10y1+10y2+6y3=v 2 

14y2+4y3=v 3 
 

يلعب في استراتيجياتت المختارة  Bنسبة الوقت الذي يقضيت اللاعب  y1+y2+y2=1وكما هو معلوم 
 وبنفس الطريقة يمكن الحصول

Y2 = 
𝟐𝟐

𝟒𝟔
 

 
Y3 = 

𝟓

𝟒𝟔
 

 
Y1 = 

𝟏𝟗

𝟒𝟔
 

 
V = 

𝟏𝟗𝟐

𝟐𝟑
= 8.347  

 (Aلل اللاعب )وهي لصا
 
 Graphical Methodالطريقة البيانية  -7-6-4

تطبت الطريقة البيانية على المباراة التي تمتلع فيها على الاقل سياستين وعلى المباراة التي تكون غير 
 مشفرة
 ( حل المباراة الثانية باستخدام الطريقة البيانية(8مثال

(Ex8) Solve game value by using graphical Method. 

 

 

 Q1 Q2 

P1 2 4 

P2 -1 3 

P3 1 2 

P4 -8 6 

 Bلاعب 

 Aلاعب ِ
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والذي يحاول اختيار الاستراتيجية المثلى الذي يقلل اكبر  Bنبدأ اولاى بالتحليل بالنسبة للاعب  -الحل:

 ( Min Maxخسارة متوقعة بالنسبة لت  أي يحاول الحصول على نقطة )
 حي  Q2والثانية  Q1يطبت الاستراتيجية الاولى  Bنفرض 

Q1+Q2=1 

E(A=1)= 2Q1+4 

E(B/A=2)=-Q1+3 

E(B/A=3)=Q1+2 

E(B/A=4)=-8Q1+6 

يحاول ان تكون الخسارة المتوقعة اقل أما مساوية  B( فان اللاعب Min Maxكما ذكرنا سابقاى طبت )
 إلى قيمة المباراة أي ان:

 2Q1+4≤V 

-Q1+3≤V 

-Q+2≤V 

-8Q1+6≤V 

 المثلى من الرسم  Q2دد قيمة ونح Q1نرسم التباينات الاربعة كدالة 
 ثم نحدد النقالا المتباينة 2Q1+4=V-المتباينة الاولى 

P1(0,4), P2(1,2) 

 
 ثم نحدد النقالا المتباينة Q1+3=V–المتباينة الثانية 

P1(0,3), P2(1,2) 

 Q1+2=Vالمتباينة الثالثة 

P1(0,2), P2(1,3) 

 8Q1+6=6-المتباينة الرابعة 
P1(0,6), P2(1,-2) 

 

 
 
 
   

4 

6 

4 

3 

V V 

6 

3 
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بالنسبة  Min Maxالمنطقة المظللة في الرسم تمثل منطقة الحل المقبول اوطا نقطة فيها تحدد نقطة 
𝟐من الرسم نجد ان احداثيات هذل النقطة هي) Bللاعب 

𝟑
,

𝟖

𝟑
𝟐المثلى تساوي  y1( أي ان قيمة 

𝟑
والقيمة  

=Vرتت المتوقعة لخسا
𝟖

𝟑
=y2وعليت قيمة  

𝟏

𝟑
𝟐يطبت السياسة الاولى  Bأي ان اللاعب  

𝟑
من وقت المباراة  

𝟏والثانية 

𝟑
 من وقت المباراة  

 استخدام البرمجة الخطية في حل مشاكل المباراة: 7-6-5
Linear Programming Application to Solve Game Problems 

 (LP)السابقة في التوصل الى الحل يتم اللجوء الى  استخدام البرمجة الخطية عندما تفشل جميع الطرق 
 Linear Programming Modelلإيجاد قيمة المباراة وذلع للتشابت الكبير بين نموذج البرمجة الخطية 

 -ذات المجموع الصفري  وهذا التشابت يمكن إجمالت بالآتي: (Game Model)ونموذج المباراة 
كما في  (Objective Function)هناع دالة هدف  (Game Model)مباراة في نموذج ال -1

فاحد طرفي الصراع يحاول تعظيم مكاسبت بينما الطرف الآخر يحاول  (LP)البرمجة الخطية 
 تقليل خسائرل 

هناع قيود ومحددات كما هو حاصل في البرمجة الخطية  (Game Model)في نموذج المباراة  -2
(LP) اللاعبين أي من إستراتيجياتت المختارة ستكون هناع قيمة يحصل عليها  فعندما يختار أحد

 اللاعب تمثل الكسب أو الخسارة تبعاى لطبيعة المباراة 

𝟏

𝟑
≤ 𝑽 𝑰 ≤

𝟐

𝟑
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كل القيم في نموذج المباراة إما موجبة أو مساوية للصفر  كما هو الحال في  البرمجة الخطية  -3
(LP)  قت الذي سوف يقضيت اللاعب للعب فةذا اختار احد اللاعبين إستراتيجية معينة فةن الو

إستراتيجيتت يساوي إلى الواحد صحيل في حين سيكون الوقت الذي يقضيت اللاعب للعب 
 إستراتيجيتت الغير مختارة مساوي إلى الصفر 

في نموذج  Dualوثنائية   Primalهناع علاقة أصل  (LP)كما هو الحال في البرمجة الخطية  -4
 ن يحاول تعظيم مكاسبت بينما الطرف الآخر يحاول تقليل خسائرل المباراةه فاحد طرفي اللاعبي

  (LP)فلو أخذنا المثال السابت لإيجاد قيمة المباراة باستخدام البرمجة الخطية
 
 

(3) (2) (1) 
       B 

Strategy 

A Strategy                    

14 4 6 (1) 
6 10 10 (2) 
4  14 0 (3) 

 
سوف يسعى الى تقليل خسائرل المتوقعة وبالتالي  Bيتت المختارة فةن اللاعب إستراتيج Aعندما يلعب 

 تقليل قيمة المباراة 
 المختارة Aإستراتيجية  Bالخسارة المتوقعة للاعب 

6X1 + 4X2  + 14X3 ≤ V (1) 
10X1 + 10X2 + 6X3 ≤ V (2) 

14X2 + 4X3 ≤ v (3) 
 

ين الإستراتيجيات الثلاثة بحي  يؤدي ذلع إلى تعظيم ولما كان هدف كلا اللاعبين هو تقسيم الوقت ب
 الكسب أو تقليل الخسائر 



 208 

لدالة الهدف وقيود المشكلة نحصل على  Vيمثل دالة الهدفه وبالقسمة على  X1 + X2 + X3 = 1إذ 
 -الأتي:

1/V = X1 /V + X2/V + X3/V 

 
(1)               6X1/V  +  4X2/V  +  14X3/V =  V/V 

(2)          10X1/V  +  10X2/V  +  6X3/V = V/V       

(3)               14X2/V  +  4X3/V = V/V 
  X/V = X  وبافتراض أن 

 -في دالة الهدف وقيود المشكلة يكون الآتي : X/V برر  Xوبالتعويض عن قيمة 
Objective Function  1/v  =  X1 + X + X3 

 -كما هي أدنال: (Constraints)وقيود المشكلة  
 

(1)           6X1  +  4 X2  +  14  X3  ≤ 1 

(2)           10  X1  +  10  X2  +  6 X3   ≤  1 

(3)           14  X2  +  4 X3  ≤ 1 

لأنت كلما  Vيهدف  الى تقليل خسائرل فةنت في  هذل الحالت يحاول تعظيم قيمت  Bولما كان  اللاعب 
 سوف تنخفض  V/1معنى ذلع  Vزادت قيمة 

Max: 

                 1/V  = X1  +  X2  +  X3 

S .t 

(1)            6  X1  +  4  X2  + 14 X3 ≤ 1 

(2)           10  X1  +  10 X2  +  6  X3  ≤ 1 

(3)           14  X2  +  4  X3  ≤ 1 

X1. X2 . X3  ≥  0                             
ومن ثم  الحصول على قيمة   Simplex  Methodوبالتالي يمكن حل المشكلة اعلال بالطريقة المبسطة 

 سابت  كما في المثال ال     8.347وي  المباراة والتي تسا
 

 اسئلة وتمارين الفصل السابع
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     بين اي من المصفوفات الاتيت مستقرل ام غير مستقرل ؟  1
    أ

 Bاللاعب 
11 13 1 

 A -11 5 -9اللاعب 
13 -3 0 

 ج = ) مستقرل (  
 ب 

 Bاللاعب 
-2 14 0 4 16 

 Aللاعب ا
12 10 6 8 10 
14 8 4 6 2 
0 2 2 10 8 

 ج=)مستقرل(   

من شركات انتاج الموبايلات , لقد   A , Bالمصفوفت الاتيت تمثل المنافست بين شركتين   2
استراتيجيتين لترغيب الزبائن لشراء بضاعتها في حين استخدمت   A استخدمت الشركت 

ا مثبتت في مصفوفت العائد ادنال   حدد الاستراتيجيات ثلا  استراتيجيات لذلع وكم  B الشركت 
 B  وتقليل خسارة الشركت A المثلى التي تحقت هدف الشركتان المتنافستان ) زيادل ربل الشركت 

   ) 
 Bالشركة 

-75 -50 275 
 Aالشركة 

150 130 125 
 ( B  ,V=127.27( 1,2ج=) )

 

الطرف الاول يتبنى مزيج من الاستراتيجيات ) رفع  ارادت دولتين تجديد الاتفاق التجاري بينهما  3
الاسعار , زيادل المساعدات ( والطرف الثاني يتبنى ستراتيجيات زيادل الطلب ورفع التمويل 

 بالاجل وكان جدول المدفوعات لهذل المباراة كالاتي المطلوب ايجاد قيمت المباراة   
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 Bاللاعب                  
2 8 

 Aاللاعب 
4 -3 

 (V=2.92ج=)

 حل المباريات الاتيت بالطريقت البيانيت   4
    أ

 Bاللاعب  
11 3 1 

 Aاللاعب 
2 5 8 

 (  V=4.45( , 2,3ج= ) )
 ب 

 
 Bاللاعب                   

2 1 

 Aاللاعب 
5 3 
4 -3 
-6 7 

 ((A(2,4) , V=3.53ج= 

 حل المباراة الاتيت باستخدام طريقة البرمجت الخطيت   5
 B اللاعب 

1 -1 0 
 A -1 1 1اللاعب 

0 -1 1 
 (    A(1,3) B(2,3) V=3.53  ( ج

 حل المباراة الاتيت بعد تقليصها مستخدما اسلوب الهيمنة   6
 Bاللاعب  
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28 30 15 

 Aاللاعب 
52 22 43 
29 33 16 
26 10 25 

 (    V=28.07)  ج
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 اعتبارات الكلفة في جدولة المشروع:  8-5
Cost Consideration In Project Scheduling 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Introductionالمقدمة  -8-1
تتميز معظم المشاريع التي تقوم المنشاة تنفيذها بكبر الحجم والتعقيد, وقد قام المدراء 
بالعمليات المنطقية التالية: التخطيط والبرمجة والتنظيم والرقابة لمثل هذل المشاريع ولكن لم 

( نسبة إلى Gant chartاليب التحليل الكمي وفي الاساليب القديمة هي مخطط )تستخدم اس
المهندس الاميركي جانت, غير ان معظم الصناعات تحتاج إلى معرفة كيفية ادارة مشاريع 

 كبيرة الحجم ومعقدة بفاعلية كبيرة 
وفاعلية  لذلع فان التعقيد في المشاريع يضطرنا إلى استخدام اساليب تخطيطية اكثر كفاءة

تهدف إلى تحقيت الكفاءة المثلى عند التنفيذه ويعبر عن هذل الكفاءة من خلال امكانية 
تقليص الوقت المطلوب لانجاز المشروع الكلي ضمن شرولا مقبولة اقتصادياى من خلال 
استخدام الموارد المتاحة  لقد تطورت جدولة المشاريع كثيراى بفضل الاسلوبين التحليلين وهما 

وأسلوب مراجعة وتقييم المشروع  Critical Path Method( CPMالمسار الحرج ) اسلوب
(PERT )Program Evaluation and Review Technique  والتي تساعد المدراء ,

في التخطيط والبرمجة والمتابعة والرقابة على المشاريع الكبيرة الحجم والمعقدة وقد تم 
 لطريقة افضل للإدارة تطويرهما لاحقاى وذلع للحاجة الماسة 
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( من J.E.Kelly( من قبل كيلي )CPMطورت طريقة المسار الحرج ) 1957في العام 
( من شركة M.R.Walker( والعالم ووكر )Remington Randشركة ريمنجتون راند )

( وقد استخدمت طريقة المسار الحرج في الاصل لمساعدة بناء Du pontديو بونت )
قام سلاح البحرية الامريكية  1958وية لشركة ديو بونت  وفي سنة وصيانة المصانع الكيميا

( للتخطيط والرقابة على برنامج صواريخ PERTبتطوير اسلوب المراجعة وتقييم المشروع )
بولاريس  وسوف نستعرض في الفصل كيفية بناء شبكات الاعمال وتحليل المخطط الشبكي 

من انشطة المشروع بعد التعرف على طرق تحليل لتقرير الوقت اللازم لانهاء تنفيذ كل نشالا 
 المخططات الشبكية 

 
                       Levels of tabulations  projectمراحل جدولة المشاريع -8-2

يمكن تقسيم مراحل جدولة المشروع إلى ثلاثة مراحل, هي التخطيط, الجدولة, الرقابة 
 والسيطرة 

لة تحديد الانشطة التي يتكون منها المشروع مرحلة التخطيط: وتشمل هذل المرح  1
والافتراضات التي يجب ان توضع على هذل الانشطة, وتحديد العلاقات الاعتيادية 
بين هذل الانشطة, كما وتشمل على تقدير الزمن اللازم لإنجاز كل نشالا من انشطة 

 المشروع 
اء كل نشالا وتحديد مرحلة الجدولة: وتشمل هذل المرحلة على تحديد وقت ابتداء وانته  2

المسار الحرج الذي يحتوي على الانشطة التي تحتاج عناية خاصة لأنها تؤثر على 
زمن انتهاء المشروع ككل, كذلع تحديد الزمن المرن للانشطة الغير حرجة والتي تقع 

 خارج المسار الحرج 
ضمن تتبع هذل المرحلة مرحلتي التخطيط والجدولة, وتت -مرحلة الرقابة والسيطرة:  3

اعداد تقرير دوري عن تقدم تنفيذ المشروع ويشتمل هذا التقرير على ملخص عن 
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التقدم الذي أُحرز خلال هذل الفترة, وتحليل الحالات التي تجابت المشروع والقرارات 
 الادارية المطلوب اتخاذها حول المصادر والمواقع وغير ذلع 

 -في بناء الشبكات:وهنا سيتم تناول بعض التعاريف والمصطلحات المهمة 
A   النشالاActivity ان كل مشروع يتكون من عدد من الانشطة وكل نشالا يستغرق :

وقتاى معيناى لإنجازل  ويمثل كل نشالا في المخطط الشبكي بسهم تمثل بدايتت بداية 
 النشالا ورأست نهاية النشالا وان طول السهم واتجاهت ليس لت علاقة بحجم النشالا 

B    الحدEvent : نقطة البداية ونقطة النهاية للنشالا تسمى الاحدا  والحد  هو نقطة
 من الزمن ولا يحتاج إلى أي مصدر, وعادة الحد  يمثل بدائرة مرقمة

 
 

C   النشالا الوهميDummy Activity هو نشالا يستخدم لتحديد اعتمادية نشالا :
غيرها   معين على بقية الانشطة ولكنت لا يحتاج أي زمن أو مواد أو تكاليف أو

 ويمثل عادة بسهم متقطع

 
 
 
 

D  المسار  Path هو سلسلة من الانشطة تربط حد  البداية باي حد  آخر : 

E   شبكات الاعمالNetwork هو تمثيل بياني للربط المنطقي والتتابع للأسهم والعُقد :
التي تمثل الانشطة والاحدا  في المشروع وقد تسمى شبكة الاعمال بالمخطط 

 السهمي 

 
 قواعد بناء )رسم( شبكات الاعمال -8-3

i j 

 نشاط

i<j 

3 4 

0 
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Network Rules & Construction 

يجزء المشروع إلى مجموعة من الانشطة ثم يحدد حدثي البداية والنهاية, ثم بعد ذلع يتم 
تحديد ترتيب الانشطة التي تسبت الانشطة الاخرى بحي  توضع الانشطة بتتابع منطقي مع 

المخطط البياني  وبينما نحن نبني مخطط شبكة الآخذ بنظر الاعتبار ملاحظات رسم 
الاعمال ومن اجل التاكد من ان الأنشطة تقع في المسار التتابعي المنطقي فان الملاحظات 

 -الآتية يجب ان تبقى في الذاكرة:
 كل نشالا داخل الشبكة يمثل بسهم واحد فقط    1
 يجب عدم تكرار رقم الحد  من مرة واحدة في شبكة المشروع    2
 كة المشروع نقطة بداية )حد ( واحد فقط, ولا يسبت البداية شيء لشب   3

 كما ان للشبكة نقطة نهاية )حد ( واحد فقط, ولا يتبع النهاية شيء اخر 
 وقد يطلت على الأول نقطة المنبع والثاني نقطة المصب 

لا يجوز رسم نشاطين )سهمين( يبدأن بحد  واحد وينتهيان بحد  واحد أيضا, أي    4
 يجوز استخدام الحالة الآتية لأن ذلع يؤدي إلى تداخل في انشطة المشروع  انت لا

 
 
 
 
 

 لمعالجة هذل الحالة نستخدم نشالا وهمي بزمن يساوي صفر وكما هو موضل في ادنال:
 

 

 

 

 

 

1 2 

A 

 

B 

 



 216 

 
 
 
 
 
 
 

ئلة بهدف التاكد من علاقات التتابع وصحتها في الشبكة, يجب الإجابة على الاس   5
 الآتية عند إضافة أي نشالا جديد إلى الشبكة:

 ما هي الأنشطة التي يجب ان تتم قبل ان يبدأ هذا النشالا     أ
 ما هي الانشطة التي يبدأ مع هذا النشالا     ب

 ماهي الانشطة التي تاتي بعد هذا النشالا مباشرة     ت
 عدم استخدام النشالا الوهمي الا في حالة الضرورة    6
 اخل الشبكة تجنب تقاطع الأسهم د   7

 
 
 
 
 
 

 ويمكن معالجة ذلع أما باستخدام رسم الأنابيب
 

 

3 1 

2 

1 2 

3 

1 

4 
2 

3

6 

B 

 
A 

 

 اما

 

 او

 

0 

 B 

 

A 

 

0 
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 أذ استخدام رسم تقاطع الانشطة
 
 
 
 
 
 

 -ولغرض توضيل كيفية رسم شبكة الاعمال سناخذ المثال الآتي:
لهذل  الانشطة الآتية تمثل انشطة مشروع معين والمطلوب رسم المخطط الشبكي -:1مثال

 الانشطة بالاشهر
Example.1For any project having activities below. Build (construct) 

the Network for this project in months? 

 

Activity 

 النشاط
Previous Activity 

 النشاط السابق
Time (Month) 

 الوقت )الشهر(
A ….. 3 

1 

4 
2 

3 

3 

4 2 

1 
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B A 2 

C A 3 

D C 3 

E B,C 7 

F B,C 1 

G E,D 6 

H C 2 

F,G,H End of project ررررررررررررررر 
 

والآن يمكن رسم المخطط الشبكي وذلع باخذ الانشطة واحد بعد الآخر, يتضل من الجدول 
 Aلا يسبقت أي نشالا, لذا فان حد  البداية يبدأ بت نشالا واحد فقط هو  Aاعلال بان النشالا 

 
 
 
 

أي ان النشاطين ينطلقان من الحد   A  ان بعد النشالايكون C,Bثم نلاحظ ان النشاطين 
 -وكما يلي:        الثاني

 
 

 

 

 

 

 

 
 -والذي ينتهي بالحد      وكما يلي: Cيبدأ بعد انتهاء النشالا  Dثم نلاحظ ان النشالا 

  

1 2 

Start 

 البداية

Activity 

Event 

2 

1 2 

A 

B 

C 

3 

1 2 

A 

B 
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العمل بالنشاطين  أي لايمكن البدء بت مالم ينتهي B,Cيعتمد على النشاطين  Eأن النشالا 
B,C  أي ان هذين النشاطين يبدأن الحد  رقم      وينتهيان بالحد  رقم ويكون الرسم

 -بالشكل الاتي:
 

  
 

( من قواعد رسم المخطط الشبكي لذلع 4وهذا لايجوز حسب قواعد بناء الشبكات قاعدة رقم )
هر المخطط الشبكي يجب ان تستخدم نشالا وهمي للتخلص من هذا التجاوز, وعليت يظ

 -بشكلت الصحيل وكما يلي:
 

  

 

 

 

 
 

 -وكما يلي: B,Cوالذي يبدأ بعد انتهاء من النشاطين  Fالآن وصلنا إلى النشالا 
 

  

3 

D 

2 3 

2 
3 

1 2 

A 

B 

C 3 

D 

4 
E 

0 

1 2 

A 

B 4 

F 
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وكما اوضحت الرسم اعلال فان الرسم  D,Eالذي يعتمد على النشاطين  Gونقوم برسم النشالا 
 -( وكما يلي:5ل أي بعد الحد  رقم )الصحيل يصب

 
  

 

 

 

 
 

 

 
 -( وكما يلي:3أي بعد الحد  رقم ) Cفانت يبدأ بعد النشالا  Hأما النشالا 

 
  

 

 

 

 
 

 
 6تنتهي في نهاية المشروع في حد  النهاية للمشروع أي الحد  رقم  F,G,Hان النشاطات 

 -وكما يلي:
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 -ثم نضيف الزمن بالأسابيع بعد الانتهاء من رسم الشبكة بكاملها في النهاية كما يلي:
 

  

 

 

 

 
 

 
الانشطة الاتية تمثل انشطة مشروع بناء بيت سكني في احدى مناطت مدينة بغداد  (2مثال

 لمخطط الشبكي لبناء البيت؟بالأسابيع, والمطلوب رسم ا
Example.2) Activities below represent activities of building a house in 

Baghdad in week construct the Network of Building that house? 

Activity 

 النشاط
Previous Activity 

 النشاط السابق
Time (Week) 

 الزمن اسبوع
A 6 ..… رسم خرائط 

B د انشائية موا  ….. 2 

C 4 ..… حفر اساسات 

D بناء الهيكل A,B 4 

E حفر المجاري    B 3 

F كهربائيات B 5 

G تاسيس الماء C,F 5 

H لبخ B 7 

1 2 

A 

B 

C 3 

D 

4 F 

0 E 
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I بياض E,H 2 
Jرصف السطل والارضيات D,I 3 

K اعمال النهايات    J 10 

 يترع حل السؤال كواجب للطالب 

 
 Network Analysis                   تحليل المخططات الشبكية      -8-4

بعد ان تم بناء المخططات الشبكية بشكل منطقي وحسب المشكلة محل الدراسة نقوم بتحليل 
المخططات الشبكية والتي نقصد بها تقدير الوقت اللازم لإنهاء تنفيذ كل نشالا من انشطة 

واقل كلفة ممكنة لت,  المشروع وبالتالي حساب اقل وقت ممكن لإنهاء تنفيذ المشروع ككل
 -بالإضافة إلى الاستخدام الافضل للموارد, وتوجد طريقتان لتحليل المخططات الشبكية هما:

  Critical Path Method(                     CPMطريقة المسار الحرج ) -1

 (PERTطريقة مراجعة وتقييم المشروع ) -2
 Program Evaluation and Review Technique 

 
 (CPMطريقة المسار الحرج ) -8-4-1

اذ تعتمد طريقة المسار الحرج على اعطاء وقت محدد واحد لإنهاء تنفيذ كل نشالا من 
انشطة المشروع ويوضع الوقت فوق السهم الذي يمثل النشالا, ويتم تحديد الوقت من خلال 

المحددة وذلع لأن خبرة الادارة أو من البيانات المتوفرة وتسمى طريقة المسار الحرج بالطريقة 
 كل نشالا من أنشطة المشروع لت وقت محدد وثابت 

والمسار الحرج هو سلسلة من الانشطة الحرجة يربط بين حدثي البداية والنهاية في المخطط 
الشبكي, وبعبارة أخرى فان المسار الحرج يشخص جميع الانشطة الحرجة في الشبكة وهو 

 لى نهايتت يمثل اطول المسارات من بداية المخطط إ



 223 

إذا كان التاخير في إنجاز  Critical activityبالنشالا الحرج  Activityويسمى النشالا 
 هذا النشالا يؤدي إلى تاخير موعد إنجاز المشروع ككل 

 تحديد المسار الحرج:

 -ان طريقة تحديد المسار الحرج تعتمد على علاقة تربط بين زمنين هما:
 Earliest start time( ESوقت الابتداء المبكر ) -أ
 
  Latest completion time( LCوقت الإنجاز المتاخر ) -ب
 
 j( :ESj ) وقت الابتداء المبكر للحد  -أ

هو الوقت الذي يمكن ان يبدا عندل نشالا ما بصورة مبكرة والصيغة العامة لحساب وقت 
 -هي: jالابتداء المبكر للحد  

ESj=Maxi(ESi+Dij) 

 
 j( وعادة توضع هذل الارقام عند الحد  i-jالوقت اللازم لتنفيذ النشالا )يمثل  Dijحي  ان 

لأن بداية المشروع لا تستغرق أي زمن  والشكل  ES1=0داخل المربع     ومن المعلوم ان 
  7ادنال يبين عملية حساب الوقت المبكر للحد 
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 5( وان زمن الابتداء المبكر للحد  6-7(, )5-7ينتهي فيت النشاطين) 7حي  ان الحد  
 , لذلع فان:8هو  6وللحد   3هو 

ES7=Max(3+3, 8+4)=Max(6,12)=12 

 
(   وهو آخر وقت يمكن أن ينتهي عندل نشالا LCi: )i وقت الانجاز المتاخر للحد   -ب

ما دون أن يؤدي ذلع إلى تاخير في وقت انجاز المشروع ويحسب لكل حد  وفت الصيغة 
 ية:التال

LCi=Minj[LCj-Dij] 

وتبدا بعكس الاتجال الذي أتبع لحساب وقت الابتداء المبكر لذلع الحد , ولأجل الحصول 
( وعادة ما توضع هذل i-jلكل الاحدا  النهائية للأنشطة ) LCjعلينا ان نحصل  LCiعلى 

كما في  2  فمثلاى عند احتساب وقت الانجاز المتاخر للحد  iعند الحد     الارقام داخل  
 المخطط الشبكي ادنال:
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LC2=Minj(12-8, 7-2)=Min(4,5)=4 

ان الحسابات العكسية تبدأ من حد  الانتهاء في المخطط الشبكي وتسير إلى حد  الابتداء 
يساوي دائما وقت الانجاز المتاخر  e  مع ملاحظة ان وقت الابتداء المبكر لحد  النهاية 1

 لنهاية أي:لحد  ا
LCe=ESe 

 CPMتحديد المسار الحرج  -ج
ان طريقة تحديد المسار الحرج تمر بمرحلتين المرحلة الاولى الحسابات الامامية التي تحدد 
وقت الابتداء المبكر للنشالا, والمرحلة الثانية الحسابات العكسية وهي التي تحدد وقت 

 الانجاز المتاخر 
 الحرج إذا حقت الشرولا الثلاثة التالية: ( يقع على المسارi-jأن النشالا )

1- ESi=LCi 

2- ESi=LCj 

3- ESj-ESi=LCj-LCi=Dij 

وفي حالة عدم تحقيت أي من الشرولا الثلاثة اعلال فان النشالا المعني لا يمثل مساراى حرجاى 
 )شرلا واحد( 

 
 -( احسب:1للمخطط الشبكي في المثال رقم ) (3مثال

   ESوقت الابتداء المبكر  -1
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       LCوقت الانجاز المتاخر  -2
 بالاشهر  CPMاحسب المسار الحرج  -3

Example.3) For the Network in Ex.1 compute: 

1- Earliest start time ES  .       ? 

2- Latest completion time LC.       ? 

3- The Critical Path CPM in months? 

  

 

 

 

 
 

 
 

نحسب وقت الابتداء المبكر لكل حد  من الاصغر إلى الاعلى لذا فةننا نبدأ    1
 بالحد  الاول دائما 

ES1=0 

 أما الحد  الثاني
ES2=Es1+D12=0+3=3 

ES3=Es2+D23=3+3=6 

ES4==2,3(ESi+Di4)=Max(3+2, 6+0)=Max(5,6)=6 

ES5==3,4(ESi+D5)=Max(6+3, 6+7)=Max(9, 13)=13 

ES6==3,4,5(ESi+Di6)=Max(6+2, 6+1, 13+6)=(8,7,19)=19 

  والشكل ادناه يبين هذه الاوقات
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 والآن نحسب وقت الانجاز المتاخر أي العملية العكسية:  2
LC6=ES6=19 

LC5=LC6-D56=19-6=13 

LC4=Minj=5,6(LCj-D4j)=Min(13-7, 19-1)=6 

LC3=Minj=4,5,6(LCj-D3j)=Min(6-0, 13-3, 19-2)=6 

LC2=Minj=4,5(LCj-D3j)=Min(6-2, 6-3)=3 

LC1=LC2-D12=3-3=0 

وهنا يجب ان نلاحظ ان وقت الانجاز المتاخر لحد  البداية يساوي صفر أيضاى وفي حالة 
 عدم مساواتت للصفر مما يعني ان هنالع خطا في الحسابات 

 والشكل ادناه يبين هذه الاوقات:
 
 

  

 

  

 

 
 

 

 

 CPMتحديد المسار الحرج  -ج
الآن نقوم بتطبيت الشرولا الثلاثة الوارد ذكرها سابقاى على جميع النشاطات )الاسهم( فمثلاى 

تنطبت عليت جميع الشرولا لذا فانت مسار حرج بينما  2,1( الذي يربط الحدثين 1-2النشالا )
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ينطبت عليت شرطان بينما لا ينطبت  4, 2( أي النشالا الرابط بين الحدثين 2-4النشالا )
 الشرلا الثال  لذا فانت نشالا غير حرج, وهكذا بقية النشاطات فنحصل على المسار:

C.P=(1-2), (2-3), (3-4), (4-5), (5-6) 

 هو المسار الحرج لهذل الشبكة:
C.P=3+3+0+7+6 

C.P=19 months 

 شهراى  19وقع لإنجاز المشروع هو اذن فان الوقت المت
( فانها لا تشكل مسار حرج لانها بالرغم من 6-4(, )6-3(, )5-3(, )4-2بينما الانشطة )

تحقيقها للشرطين الاول والثاني الا أنها لا تحقت الشرلا الثال , أي انها نشاطات غير 
 حرجة 
 احسب الاتي: 2للمخطط الشبكي الذي تم الحصول عليت في المثال رقم   (4)مثال

   ESوقت الابتداء المبكر  -1
  LCوقت الانجاز المتاخر  -2
  CPMاحسب المسار الحرج  -3

Example.4) For the Network of Ex.2 find: 

1- Earliest start time ES,       ? 

2- Latest completion time LC,          ? 

3- The critical path CPM in weeks  ? 

 للطالب حل هذا المثال رجاءاى  يترع
 
  
 
 
 

 PERTطريقة مراجعة وتقييم المشروع   -8-4-2

Program Evaluation and Review Technique 

 Time estimateبعد اعداد قائمة بالانشطة المكونة للمشروع نتساءل عن التقديرات الزمنية 
الى نوعين, النوع الاول يسمى  اللازمة لتنفيذ كل نشالا اذ تنقسم العمليات المكونة للمشروع
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بالعمليات المتكررة وهي التي تحد  بتغيير بسيط او بدون تغيير أسبوع او شهر بعد شهر 
)او اية وحدة زمنية(, مثال مراقبة الإنتاج في مصنع ينتج كمية ثابتة كل أسبوع او كل شهر 

ت الكافية التي تتضمن مثلاى من منتج نمطي  في هذل الحالة تمتلع الإدارة الخبرة والبيانا
الكميات والتكاليف والوقت المتعلت بكل مرحلة من مراحل المشروع, وبهذا يصبل من الممكن 
استخدام طريقة المسار الحرج التي سبت شرحها لتحليل المشاريع واستخراج مدة التنفيذ في 

 حالة توفر بيانات الوقت المتعلقة بكل مرحلة من المراحل 
فيشمل العمليات غير المتكررة, أي لم تحد  من قبل بنفس الطريقة وتشمل اما النوع الثاني 

هذل مشاريع الأبحا  والتطوير, حي  تنفذ معظم الانشطة فيها مرة واحدة, لذلع لا تتوفر 
 معلومات سابقة يمكن الاعتماد عليها 

منة اخذاى هذا الاسلوب يفترض لتنفيذ النشالا ثلاثة أز  PERTولهذا نلجا الى استخدام أسلوب 
 بنظر الاعتبار توقعات معينة, وهذل الأزمنة هي:

 Optimistic Timeالزمن التفاؤلي    1

وهو اقل وقت لازم لتنفيذ النشالا بافتراض ان كل شيء أثناء التنفيذ سيتم على احسن ما 
  aijمتوقع ووفت الخطة المرسومة ويرمز لت 

 Pessimistic Timeالزمن التشاؤمي    2

م لتنفيذ النشالا بافتراض ان التنفيذ ستعترضت كل العقبات المتوقع حدوثها وهو أطول وقت لاز 
في ظل الظروف غير الطبيعية مثل عطل المكائن, عجز في المواد المخزونة, تاخر استلام 

  bijالمواد الأولية وغيرها من الاسباب ويمز لت بالرمز 
 Most likely Timeالزمن الأكثر احتمالاى    3

ت شيوعاى ويمثل تقديرات للفترة الزمنية اللازمة لتنفيذ النشالا في ظل الظروف وهو اكثر الاوقا
  mijالطبيعية مع الأخذ بالاعتبار جميع الاحتمالات المتوقعة أثناء التنفيذ ويرمز لت بالرمز 

بعد تحديد الازمنة الثلاثة السابقة اللازمة لتنفيذ  Normal Timeيتم تحديد الوقت الطبيعي 
(  والوقت الطبيعي لتنفيذ هذا النشالا هو متوسط الوقت بين الازمنة الثلاثة, i-jالنشالا )

 Betaفان قيمتت التقريبية طبقاى لتوزيع بيتا  PERT( وعلى وفت طريقة tij)ويمز لت بالرمز 

distribution   
 

tij=
𝟏

𝟑
[2mij+

𝟏

𝟐
(aij+bij)] 
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 او المعادلة
 

 وتباينت

 
  Dijالمنفرد  الوقت CPMيقابل في الاسلوب السابت  tijان الوقت الطبيعي 

ولذلع فانت يمكن استخدام الوقت الطبيعي لحساب وقت الابتداء المبكر ووقت الإنجاز 
المتاخر ومن ثم تحديد الانشطة الحرجة وتحديد المسار الحرج كما في طريقة المسار الحرج, 

 والمثال الآتي يوضل ذلع 
 

قديرية اللازمة لتنفيذ كل الجدول التالي يمثل أنشطة مشروع معين والأزمنة الت(:5مثال )
نشالا  والمطلوب حساب الوقت الطبيعي ورسم المخطط الشبكي ثم تحديد المسار الحرج ) 

 الايام , الاسابيع (؟ 

Example 5 :) The following table presents the activities of a particular 

project and the estimated times required for the implementation of 

each activity. And the normal time needed calculate and sketch 

network diagram and then determine the critical path( days, weeks )?. 

 
tij bij mij aij Activity 
4 10 3 2 1-2 
2 7 1 1 2-3 
3 4 3 2 2-4 
1 1 1 1 2-5 
0 0 0 0 3-4 

5 11 4 3 4-5 

tij=
𝟏

𝟑
[2mij+

𝟏

𝟐
(aij+bij)] 

tij=
𝒂𝒊𝒋+𝟒𝒎𝒊𝒋+𝒃𝒊𝒋

𝟔
 

Vij=(
𝒃𝒊𝒋−𝒂𝒊𝒋

𝟔
)

𝟐
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 1      

 

 
C.P = (1-2). (2-4). (4-5) 

= 4 +3 +5 

=12 days  or  Weeks 

 

 
 

 Probability of occurrence                احتمال الانجاز      8-4-3
يمثل وقت  uiمن الممكن حساب احتمال انجاز اي حد  في شبكة الاعمال  افترض ان  

هو  iه وبما ان مجموع الأوقات اللازمة لتنفيذ الانشطة لغاية الحد  iالمبكر للحد  الابتداء 
 Centralكذلع متغير عشوائي  وطبقاى لنظرية الحدود المركزية   µiمتغير عشوائي فان 

limit theory  فانت يتبع التوزيع الطبيعي بمتوسط(µi) E  وتباين(µi) Var وبما انµi  
زمن مجدول )مفترض(  Miه فانت يجب ان يقابل iشالا السابت للحد  يمثل وقت الإنجاز للن

 وباحتمال: STiيرمز لت 
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P (Mi ≤ STi ) = P  𝑴𝒊−𝐄 (𝑴𝒊)

√𝐕𝐚𝐫 (𝑴𝒊)
≤

𝐒𝐓𝐢−𝐄 (𝑴𝒊)

√𝐕𝐚𝐫 (𝑴𝒊)
   

= P  Z ≤   K 

 اذ ان

K = 
𝑺𝑻𝒊−𝑬 (𝑴𝒊)

√𝑽𝒂𝒓 (𝑴𝒊)
 

وعلى افتراض  ان جميع الانشطة في الشبكة مستقلة إحصائياى عن بعضها فاننا نستطيع 
 وكما يلي: µi حساب الوسط الحسابي والتباين الى 

يساوي مجموع الأوقات  E (µi)فان  iاذا كان هناع مسار واحد فقط يؤدي من حد  الابتداء الى الحد  
هو مجموع متباينات نفس الانشطة أما     Var (µi)ره وان للأنشطة التي تكون هذا المسا tij الطبيعية 

ويمتلع  iإذا كان هناع اكثر من مسار واحد فاننا نعتمد على المسار الذي يربط حد  الابتداء بالحد  
للأنشطة المكونة لهذا المسار كما    E  (µi) Var (µi)اكبر مجموع من الأوقات الطبيعية وثم حساب 

أما إذا تساوى مسارين أو اكثر في  مجموع الأوقات الطبيعية لهما فناخذ المسار الذي في الحالة السابقة  
 يعطي أعلى تباين 

 

الجدول الآتي يبين الأوقات المقدرة للأنشطة المرافقة والتي تمثل إحدى شبكات  (:6مثال )
 الأعمال والمطلوب حساب احتمال إنجاز كل نشالا 

Example (6): The following table shows the estimated time for the activities 

associated withthat represent one of the business networks and the desired 

probability of completion of each activity expense. 

 

vij tij bij mij aij Activity 
1.00 3 8 2 2 1-2 
2.78 3 11 1.5 1 2-3 
1.36 2 3 1 5 2-4 

0 0 0 0 0 3-4 
1.00 3 7 2.5 1 3-5 
0.11 2 3 2 1 3-6 
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0.11 7 8 7 6 4-5 
1.78 5 11 4 3 4-6 

0.44 6 8 6 4 5-6 
 

 

 

 
 

  

 

  

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 
P (Z ≤ Ki) Ki STi (µi) Var (µi) E الحد  المسار 

- - - - - - 1 
0.159 -1.00 2 1.00 3 2-1  2 
0.304 -0.51 5 3.78 6 3-2-1  3 
0.500 0.00 6 3.78 6 1-2-3-4 4 
0.987 2.03 17 3.89 13 1-2-3-4-5 5 

0.684 0.48 20 4.33 19 1-2-3-4-5-6 6 

 
تم افتراضها بحي  تكون  STiمن الجدول اعلال نلاحظ ان القيم المدرجة في العمود 

المقابلة لهاه مما جعل   E (µi)( من قيم  20,  17( او اكبر )6( او مساوية) 2,5اصغر)
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الاحتمالات المناظرة ضعيفة او متوسطة او قوية  اي ان  احتمال إنجاز مجموعة النشاطات 
وعلى  E (µ3)لان هذا الزمن اقل من  0.304وحدات زمنية هو  5بزمن قدرل 3لغاية الحد  

 0.987وحدة زمنية هو  17قدرل  وبزمن5العكس فان احتمال إنجاز النشاطات لغاية الحد  
 E (µ5)وذلع لان هذا  الزمن اكبر من 

( 4-2-1يكون بمسارينه الاول هو ) 4من الشكل السباق نلاحظ ان الوصول الى الحد  
 E (µ3)= 6( وان ذلع يساوي 4- 3 – 2 – 1وان المسار الثاني هو ) E (µ3) =  5وان 

ن في الجدول  من الممكن استخدام وقت ولذلع تم اختيار المسار الثاني وكما هو مدو 
وفي مثالنا أعلال وبما ان جميع الحواد  تقع على  STiبدلاى من   LCiالإنجاز المتاخر 

 K =0لان   0.5المسار الحرجه فان جميع الاحتمالات تكون مساوية الى 
 
 اعتبارات الكلفة في جدولة المشروع: 8-5

Cost Consideration In Project Scheduling 

أن كل نشالا من أنشطة المشروع يتطلب وقتاى معين وكلفة معينة لإنجازل حي  توجد علاقة 
بين وقت تنفيذ النشالا والكلفة التي يتطلبها تنفيذ النشالا ومن الممكن تمثيل هذل العلاقة بخط 

 مستقيم يربط بين نقطتين هما:
 Normal Pointالنقطة الطبيعية             أ

DN  الوقت الطبيعيNormal Duration 
CN        الكلفة الطبيعيةNormal Cost 

 Crash Pointالنقطة التعجيلية               ب

  DC       الوقت التعجيليCrash Duration 
CC                 كلفة التعجيلCrash Cost  

 

 
 
 
 
 

(DC . CC) 
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 يمكن حسابت حسب الصيغة الأتية: Slopeومن الشكل اعلال نجد أن الميل 
𝑺𝒍𝒐𝒑𝒆 =  

∆ 𝑪𝒐𝒔𝒕 

∆ 𝑫𝒖𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏
=  (𝑪𝒄 − 𝑪𝑵)/( 𝑫𝑵 − 𝑫𝒄)  

 والميل يعني تخفيض فترة تنفيذ النشالا بوحدة زمن واحدة )يومه أسبوع ه شهر    ( 
 

 خطوات تخفيض زمن المشروع:
 نرسم المخطط الشبكي للمشروع  -1

 نختار الوقت الطبيعي لتنفيذ كل نشالا  -2

كلفة الطبيعية للمشروع وهي مجموع الكلف الطبيعية لجميع الأنشطة في نحسب ال -3
 المشروع 

 نجد ميل كل نشالا   1

 نحدد المسار الحرج   2

نختار نشالا حرج واحد فقط ذو اقل  ميل ونخفضت بوحدة زمنية واحدة ثم نضيف ميلت   3
 على  الكلفة الكلية السابقة 

لأنشطة الحرجة الى  أوقاتها نستمر بهذا الإجراء حتى تصل الأوقات الطبيعية ل  4
 التعجيلية او يصبل التخفيض عديم الفائدة )يبقى الوقت ثابتاى بينما الكلفة تزداد( 

إذا ظهر اكثر من مسار حرج للمخطط الشبكي يتم اختيار نشالا حرج واحد من كل   5
مسار ذو اقل  ميل  ونخفضها بوحدة زمنية واحدة في آن واحد ثم نضيف ميلهما 

الكلية السابقةه او يمكن تخفيض نشالا مشترع بين المسارين اذا كان ميلت  على الكلفت
 .اقل من مجموع ميلي النشاطين

 

وضل خطوات الإسراع في إنجاز المشروع الواردة بياناتت في الجدول                ( : 7مثال) 
 الآتي:

 الزمن

(DC     CN) 
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Example (7) : Explain steps to accelerate the completion of the 

project data contained in the following table: 

 

Slope Crash Normal 
Activity 

Cost Time Cost Time 
50 200 6 100 8 1-2 

100 350 2 150 4 1-3 
40 90 1 50 2 2-4 
60 400 5 100 10 2-5 
25 200 1 100 5 3-4 
10 100 1 80 3 4-5 
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 (5-2( ه )2-1المسار الحرج )
Time 18 
Cost 580 

 (2-1النشالا المختار )
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (5- 2( ه )2-1المسار الحرج )
         Time 17 

Cost 580 630 = 50 + 

 

 (2-1النشالا المختار )
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 (5-2( ه )2-1المسار الحرج  )
Time 16 

Cost 630 + 50 = 680 
 ( وصل الى الوقت التعجيلي2-1( لان النشالا )5-2النشالا المختار )
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 (5-2( ه )2-1المسار الحرج )
Time 15 

Cost 680 + 60 = 740 
 (5-2النشالا المختار )

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 
 

 (5-2( ه )2-1المسار الحرج )
Time 14 

Cost 740 + 60 = 800 
 (5-2النشالا المختار )

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

1 

1

1 

3

1 
4

1 

5

1 

6 

0 

0 

5 

4 

9 

1

1 

1

4 

14 

8 

6 

6 

2

1 

1

1 

3

1 
4

1 

5

1 

6 

0 

0 

1

0 

1

3 

13 

7 

5 

5 



 240 

 

  
  

 (5-2( ه )2-1المسار الحرج )
Time 13 

Cost 740 + 60 = 800 
 (5-2النشالا المختار )

 

 

 

 

 

 

   

 

  

 

  
 (5-4( ه )4-3( ه )3-1( والمسار )5-2( ه )2-1المسار الحرج )

Time =12 , Cost 860 + 60 = 920 
 (5-2( )5-4النشالا المختار )
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\Time= 11    , Cost 920 + +60 10 = 990  
يوجد مجال لتقليل زمن  وصل الى الوقت التعجيلي ولا 5      2     1ان المسار الحرج 

 ( 4-3المشروع لذلع تتوقف  وللتاكيد نختار النشالا )
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 ( المسار الحرج5 – 2( ب )1-2) 

Time =11  ,  Cost 990 + 25 = 1015 

 
 Determination of  the Floatsتحديد الوقت الفائض:                  

رج من خلال حساب الوقت الفائض  النشالا يكون حرجاى عندما يمكن تحديد المسار الح
 يكون الوقت الفائض لذلع النشالا صفر  وفي الحقيقة هذا هو السبب الرئيسي لجعلت حرجاى 

 قبل تحديد الوقت الفائض علينا ان نتعرف على نوعين من الأزمنة هما:
 LS  )(Latest Start Timeوقت الابتداء المتاخر    أ

 EC  (Earliest Completion Time)المبكر وقت الإنجاز    ب

 -كما يلي: (I – j)ويمكن حسابهما لكل نشالا 
LSi = LCj - Dij 

ECij = ESi + Dij 

 وهناع نوعان مهمان من الوقت الفائض هما :
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 Free Float)  (FF)الوقت الفائض المرن )   أ

  Total Float)  (TF)الوقت الفائض الكلي  )   ب

 ESj)بانت مقدار التجاوز بين الوقت المتاح  (i – j)ن للنشالا ويمكن ان يعرف الفائض المر 

– ESi)  والوقت اللازم ذلع النشالاDij 
 

FFij = ESj – ESi - Dij 

 

فانت  (i – j)على افتراض ان كل الأنشطة تبدأ باقرب وقت ممكن أما الفائض الكلي للنشالا 
 ذ ذلع النشالاوالوقت اللازم لتنفي (LCj – ESi)الفرق بين اكبر وقت متاح 

 
TFij = LCj – ESi - Dij 

 
 
 

FFij TFij LCj ESi Dij    
0 0 3 0 3 1-2 
0 0 6 3 3 2-3 

1 1 6 3 2 2-4 

0 0 6 6 0 3-4 

4 4 13 6 3 3-5 

11 11 19 6 2 3-6 

0 0 13 6 7 4-5 

8 8 19 6 5 4-6 

0 0 19 13 6 5-6 

 
الفائض الكلي مساوياى الى الصفر  ان  ان النشالا الحرج هو النشالا الذي يجب ان يكون فيت

الفائض المرن يجب  ان يساوي كذلع الصفر عندما يكون الفائض الكلي صفراى ولكن العكس 
 غير صحيل  اي ان النشالا غير الحرج يمكن ان يكون وقتت المرن صفراى 
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مرن من البيانات الاتية ارسم شبكة الأعمال واحسب الفائض الكلي والفائض ال (:(8مثال 
 للأنشطة ؟ 

Example ( 8 ): Draw a following data from the business network and 

calculate the total float and the free float activities?. 

 
Time in 

( months) 
Pervious  

Activity  Activity 
1      A 
4 A B 

2 A C 

6 B D 

2 C E 

1 D.E F 

 

 
 
 
 

  

 

  

 

   
 

 

 
 
 

 
FFij TFij LCj ESj ESi Dij النشالا 
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0 0 1 1 0 1 2-1 
0 6 9 3 1 2 2-3 
0 0 5 5 1 4 4-2 
6 6 11 11 3 2 5-3 
0 0 11 11 5 6 5-4 
0 0 12 12 11 1 6-5 

 
TF = LCj – ESi  - Dij 

FF = ESj – ESi  - Dij 

 الطريقة المختصرة للتخفيض:
تحديد المسار الحرج للمشروع فانت يمكن تخفيض الوقت الطبيعي للنشالا الحرج ذي  بعد

( بمقدار 2-1الميل الأقل الى الوقت التعجيلي ففي مثالنا السابت يمكن تقليص زمن النشالا )
 وحدة زمن  2
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( لا يمكن تقليصت مرة ثانية لانت في الوقت التعجيلي لذلع علينا تقليص 2-1الان النشالا )

( وحدات 5( ومن الجدول السابت نعلم ان الوقت التعجيلي لهذا النسالا هو )5-2النشالا )
 زمنية 

لي ( وحدات زمنية نلاحظ ان الزمن الك5( بمقدار)5-2عند تقليص الوقت الطبيعي للنشالا )
 ( 3( وحدة زمنية كما في الشكل رقم )12لتنفيذ المشروع يصبل )
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( وحدات زمنية أدى الى 5( بمقدار )5-2هنا نجد ان تقليص الزمن الطبيعي للنشالا  )
تكاليف تقليص وحدة  ( وحدات زمنيةه أي اننا تحملنا4تقليص زمن تنفيذ المشروع بمقدار )

 زمنية بدون فائدة 
( والتي تقع على 5-4ويرجع سبب عدم التطابت هذا  الى ان الوقت الفائض المرن للنشالا )

( ولذلع لا يمكن تقليص زمن 2كما في الشكل ) FF4.5=  4المسار الحرج الجديد هو 
من الأفضل تقليص المشروع باكثر من ذلع الفائض المرن للمسار الحرج المتوقعه لذلع فان 

 ( وحدات زمنية 4( بمقدار )5-2الزمن الطبيعي للنشالا )
 ويمكن توضيل ذلع بما ياتي:

Crash Limit = 10 -5 =5 
FF – Limit = 4 

Compression  Limit = Min  (5.4) = 4 
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علماى أن الفائض المرن لبقية  FF2.4 = 1 (4-2) (4-2لاحظ وجود فائض مرن للنشالا )
الأنشطة يساوي صفر لكونها أنشطة حرجة  لذلع بالإمكان تقليص زمن المشروع بمقدار 

 وحدة زمنية واحدة 
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الا انت لا يمكن   FF2.4=  1( 4-2نلاحظ هنا انت بالرغم من وجود فائض مرن للنشالا )
-1( وحدة زمن وذلع لان أنشطة المسار الحرج الأول )11تقليص وقت المشروع لاقل من )

( في وقتها التعجيليه وان اي تقليص في الأنشطة الأخرى سوف لا يؤثر على وقت 2-5
 تنفيذ المشروع 

 
 
 
 
 
 
 
 

 وتمارين عامةاسئلة 
 
 ت مشروع صغير )بالأيام(  والمطلوب  تتوفر التقديرات الأتية لأوقات نشاطا1)س

 حساب الوقت  المتوقع والتباين لكل نشالا؟   1

 تحديد المسار الحرج؟   2

 يوم؟  30حساب احتمال تنفيذ المشروع في   3

Quation 1): 

 The following estimates are available for a small project activities 

Times (days). What is needed? 

1-Expense the expected time and contrast each activity? 

2-Calculet  the Critical Path? 

3-The possibility of implementing the project in the 30-day expense? 
bij mij aij Activity 
14 10 6 2-1 
14 12 10 3-1 
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20 16 12 4-1 
12 10 8 5-2 
10 7 4 4-3 
8 6 4 5-3 
16 12 8 5-4 
7 5 3 6-5 

 
Answer : E (T) =36. V=3.666 . C.P. = (1.3) , (3.4) , (4.5) , (5.6). 

P=0.0008 

 

تقوم شركة بصناعة مظلات فولاذية للتخزين للاستعمالات التجارية  أراد مدير الشركة  (2س
 التوسع في إنتاج مظلات للاستعمالات المنزلية  يبين الجدول ادنال النشاطات اللازمة لبناء

 نموذج تجريبي مع البيانات الازمة  أحسب 
 حدد المسار الحرجه ما هو وقت انتهاء المشروع؟  -1

 بين خطوات الإسراع بةنهاء المشروع في عشرة أسابيع؟   -2

Quation 2): 
The company umbrellas steel industry for the storage of commercial 

uses. Director of the company wanted to expand in the production of 

umbrellas for household uses. The table below shows the activities 

necessary to build the model with experimental data crisis. Figured 

1- Select the critical path, what is the time of completion of the 

project? 

2- between steps to expedite the project to end in ten weeks? 

 
Crash  

Cost  
 

Normal  
Cost  

 

Crash  

Time 

( Week) 

Normal  
Time  

( Week)  
Pervious  

Activity Activity 

1600 1000 2 3 - A 

2700 2000 1 2 - B 

600 300 1 1 - C 
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1600 1300 3 7 A D 

1000 850 3 6 B E 

5000 4000 1 2 C F 

2000 1500 2 4 D.E G 

 
Answer : 
C.P. = (A.D.G.) . Time = 14 ,  
T.C = 10950 
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 الفصل التاسع

 Integer Programmingالبرمجة العددية 

 Introductionالمقدمة  1- 9

يمكننا القول بان العديد من المشاكل التي تواجه المدراء في مجال الاعمال يمكن حلها في ظحل حالحة واححدة 

فقط وهي حالحة وجحود قحيم وارقحام صححيحة لمتغيحرات الححل. ومحن امثلحة ذلحك طلبيحات الشحراء او التصحنيع 

غيحححر المعقحححول ان نتححححدث عحححن  للسححيارات,مكائن انتاجيحححة,اجهزه الالكترونيحححة,طائرات وغيرها,حيحححث محححن

( ماكنحة فيجحب التعبيحر عحن هحذه الطلبيحات بارقحام صححيحة كحأن نقحول 20.6( سيارة أو شحراء)20.4شراء)

 ( سيارة .60( ماكنة أو )22شراء)

ولذلك عنحدما نحتمكن محن قيحاس محانتكلم عنحه والتعبيحر عنحه عحدديا, فأننحا بالتاكيحد نعحرف شحيأ عنحه,اما اذا لحم 

 لتعبير عنه عدديا,فأن معرفتنا تكون من النوع الضئيل غير المرضي.نستطيع قياسه وا

سنركز في هذا الفصل على كيفة حل مشاكل البرمجة العددية بأكثر من اسلوب رياضي لآنواع مختلفة محن 

 النماذج الرياضية الخاصة بالبرمجة العددية والتي سنتطرق اليها لاحقا.

النمحاذج الرياضحية للبرمجحة العدديحة نحابع محن الاسحتجابة لمتطلبحات  ويمكننا القول ان الهدف الأساسحي لبنحاء

الواقع العملي حيحث محن المعحروف ان الكثيحر محن الححالات والمشحاكل التطبيقيحة لايمكحن التفاعحل معهحا بقحيم 

 كسرية.
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 Concept of Integer Programmingمفهوم البرمجة العددية  2- 9

النمحاذج الرياضحية المشححتقة محن النمحوذج الرياضححي العحام للبرمجححة يعتبحر نمحوذج البرمجححة العدديحة محن احححد 

الخطية ويتكون من دالة هدف ومن قيود وشحروط عحدم سحالبية ويختلحف عحن البرمجحة الخطيحة العاديحة بانحه 

يجب ان يكون واحد او اكثر محن قحيم الححل فحي شحكل ارقحام صححيحة وعلحى وجحه التحديحد فحي جحدول الححل 

ان تكون قيم المتغيرات ارقام صحيحة خالية من الكسحور ويمكحن تعريحف برمجحة  النهائي)الامثل( أي يجب

)اسلوب رياضي للبرمجة الخطية يقدم حلحولا لمشحاكل البرمجحة الخطيحة وفحي شحكل   الاعداد الصحيحة بأنه

 اعداد أو ارقام صحيحة(.

برمجة العدديحة وقحد ادت وتعتبر اخطاء التقريب في حل المشاكل العددية من اهم الصعوبات الحسابية في ال

هذه الصعوبات الحسابية الى التفكير في استخدام طرق بديلة لحل المشحكلة وأححدى هحذه الطحرق البديلحة هحو 

حححل المشححكلة علححى انهححا برمجححة خطيححة عاديححة فححاذا تضححمن الحححل الامثححل متغيححرات بقححيم كسححرية يححتم تقريححب 

نهحائي بحأن عحدد السحيارات التحي سحيتم شحرائها الكسور الى اقرب رقم عددي صحيح. فمثلا اذا ظهر الححل ال

( وتتمثحل المشحكلة (11يحتم تقريحب هحذا الحرقم الحى  10.6)حسب الحل الامثل بطريقة البرمجة الخطية هحو )

لطريقة التقريب هذه في التوصل الى حلحول غيحر ممكنحة تتجحاوز القيحود المفروضحة, فعلحى سحبيل المثحال قحد 

( 11( سحيارة علحى الاكثحر اذا ان عمليحة التقريحب الحى شحراء)10.6شحراء)لايكون قيحد الامحوال المتاححة الا ل

سيارة سيجعل الحل غير ممكن, لانه بعيد عن الامثلية المطلوبة بالحل بالاعداد الصحيحة بلغة دالة الهدف. 

ولذلك كان لابد من ايجاد اساليب جديحدة تتعامحل محع هحذه الححالات التحي تكحون فيهحا متغيحرات القحرار اعحداد 

حيحةص
(2)

. 

 الصيغة الرياضية العامة لنماذج البرمجة العددية  

Maximize Or Minimize Z =∑ CjXj𝑛
𝑗=1  ……(1) 

,  S. t:  

∑ aijXj(≤, =, ≥)bi       i = 1,2, . . , m𝑛
𝑗=1 ……(2)  

 ∑ Xj ≥ 0                      j = 1,2, … , n … … . (3)
𝑛

 𝑗=1
 

 -حيث ان :
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Z.تمثل قيمة دالة الهدف = 

Xjل متغيرات القرار.= تمث 

Cj(تمثل معاملات متغيرات القرار =Xj.في دالة الهدف ) 

bi(تمثل كمية المصدر =i المخصصة للقيد  )i . 

aij(تمثل كمية المصدر =iالمخصصة للمتغير  )Xj . 

 

 

 

 أنواع نماذج البرمجة العددية  9-3

 Types of Integer Programming Models 

ام للبرمجة العددية على مجموعة من النماذج التي تخص كل حالة من حالات يشمل الانموذج الرياضي الع

 الانموذج الرياضي.

 نموذج البرمجة العددية التامة  9-3-1

 Pure Integer Programming Models:   

اذا كانحححت الوححححدات القياسحححية لجميحححع متغيحححرات القحححرار غيحححر قابلحححة للتجزئحححة وصححححيحة ففحححي هحححذه الحالحححة 

( لذلك تكحون لهحا خوارزميحات خاصحة لقطحع منطقحة  :Pure Integer Programming Modelsتسمى)

الحلول الممكنة للبرمجة الخطية للوصحول بجميحع قحيم متغيحرات القحرار الحى الاعحداد الصححيحة لان برمجحة 

الاعداد الصحيحة هي امجموعة جزئية من منطقة الحلول الممكنة للبرمجحة الخطيحة ويسحمى هحذا الاسحلوب 

تعامل مع هذه النوعية من المشاكل بأسلوب التفرع والتحديد الحذي تكحون فيحه جميحع متغيحرات القحرار الذي ي

 اعداد صحيحة. 

Maximize Or minimize Z =∑ CjXj𝑛
𝑗=1  ……(1) 
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,  S t:  

∑ aijXj(≤, =, ≥)bi       i = 1,2, . . , m𝑛
𝑗=1 ……(2)  

   ∑ Xj ≥ 0 𝑎𝑛𝑑 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑒𝑟                     j = 1,2, … , n … … . (3)
𝑛

 𝑗=1
 

 نموذج البرمجة العددية المختلط2 -9-3

 Mixed Integer Programming Models  

          

اذا كانت الوحدات القياسية لقسم من متغيرات القرار قابلة للتجزئة والقسم الاخر غير قابل للتجزئة اي 

قة الحلول الممكنة للبرمجة الخطية للوصول مختلط ففي هذه الحالة تكون لها خوارزميات خاصة لقطع منط

بقسم من قيم متغيرات القرار الى الاعداد الصحيحة                                                                   

Maximize Or Minimize Z =∑ CjXj𝑛
𝑗=1   

,   S.t: 

∑ aijXj(≤, =, ≥)bi       i = 1,2, . . , m𝑛
𝑗=1   

 ∑ Xj ≥ 0 𝑎𝑛𝑑 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑒𝑟    j = 1,2, … , n𝑛
 𝑗=1 

 

 نموذج البرمجة العددية الثنائية3 -9-3

 Binary Integer Programming: 

( وهناك تطبيقات كثيرة على هذه الصيغة منها 1( أو)0اذا كانت جميع متغيرات القرار ثنائية تكون قيمها )

تحديد مواقع هذه المراكز وتكون  الصيغة الرياضية لهذا كيفية تحديد العدد الامثل للمراكز الخدمية و

 النموذج

Maximize Or Minimize Z =∑ CjXj𝑛
𝑗=1   

,  S t:  

∑ aijXj(≤, =, ≥)bi       i = 1,2, . . , m𝑛
𝑗=1   
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 ∑ Xj = 1 Or 0              j = 1,2, … , n𝑛
 𝑗=1 

             Mixed Binary I.P نموذج البرمجة العددية الثنائية المختلطة4 -9-3

 تكون فيها بعض متغيرات القرار ثنائية وبقية متغيرات القرار اما قيم عددية أو مختلطة.  

MinZ = ∑ CijXj𝑛
 𝑗=1 + ∑ Fi yi𝑚

 𝑖=1 

S. t: 

∑ Xij = dj                                j = 1,2, … , n𝑚
 𝑖=1  

i=1
m
Xij-yj∑j=1

n
dj<=0∑  

Xij ≥0 

  Yi =0 or1;i=1,2,…,m  , j=1,2,….,n    

 ان حيث 

Xij  الكمية المنقولة من المصدر =i  الى الموقعj  

Fi للمصدر = i ذو الكلفة الثابته 

  Cij كلفة نقل وحدة واحدة من المصدر =i الى الموقع j                                                   

 طرق حل نماذج البرمجة العددية 9-4

 Solution methods of I.P Models 

( تستخدم هذه الطريقة عندما يكون لدينا متغيرات القرار اثنان Graphical methodطريقة الرسم:) .1  

فقط فنقوم بعملية الرسم من خلال تمثيل المحور الافقي للمتغير الاول والمحور العمودي للمتغير الثاني 

طقة الحلول الممكنة كما معمول في طريقة ونرسم هذه القيود على شكل خطوط مستقيمة ونحصل على من

الرسم باسلوب البرمجة الخطية ولغرض الحصول على متغيرات القرار ذوات قيم صحيحة لمتغير واحد 

او متغيرين حسب شروط النموذج الرياضي نقوم بأقتطاع جزء من منطقة الحلول الممكنة للمتغير الاول 

العملية بأنشاء منطقة حلول ممكنة أخرى من خلال جعل عندما نجعل المتغير الاول رقم صحيح ونكرر 

المتغير الاول رقم صحيح ونكرر العملية بأنشاء منطقة حلول ممكنة أخرى من خلال جعل المتغير الثاني 
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رقم صحيح وهكذا نستمر بأقتطاع أجزاء من منطقة الحلول الممكنة الى أن تتحقق شروط متغيرات القرار 

قرار الى اقرب رقم صحيح ثم نقوم برسم منطقة الحلول فاذا كانت المنطقة من خلال جعل متغيرات ال

تشترك فيها جميع قيود المشكلة نحصل على حل امثل, واذا كان عكس ذلك لانحصل على حل امثل ولذلك 

نرفض هذا التقريب الى احد متغيرات القرار ثم نقوم بتقريب متغير ثاني الى اقرب رقم صحيح ونرسم 

ول, وهكذا نعيد عملية تقريب المتغيرات الى ارقام صحيحة فنحصل بالنتيجة على مجموعة من منطقة الحل

الحلول الغير منطقية ومجموعة من الحلول المقبولة ليكون الحل الامثل حسب نوعية دالة الهدف,ولكن هذه 

منطقي ولذلك لابد  الطريقة تعتبر طريقة تعليمية وذلك لقلة عدد المتغيرات في النموذج الرياضي وهذا غير

 ان تكون هناك طريقة أخرى أكثر كفاءة تتعامل مع مجموعة من المتغيرات.

 ولغرض توضيح خطوات الحل نستعرض المثال الاتي:

 -(:1مثال رقم )

معمل نجارة ينتج نوعين من المنتجات طبلات وكراسي . الطبلة الواحدة تحتاج الى ساعة عمل واحدة 

( 5من مادة الخشب والنوع الثاني وهو الكرسي يحتاج الى ساعة عمل واحدة و)( قدم مربع 9وتحتاج الى )

( 6( قدم مربع من مادة الخشب, و)45قدم مربع من مادة الخشب ان الكميات المتاحة من الخشب هو)

. اوجد الحل الامثل  $5وربح الكرسي $8ساعات عمل في اليوم الواحد. ان ربح  الطبلة الواحدة هو

النجارة بشرط ان تكون الوحدات المنتجة من الكراسي والطبلات الخشبية هي اعداد صحيحة لتعظيم معمل 

 غير قابلة للتجزئة.

 

Example (1): 

Carpentry plant manufactures table and chairs. At able requires 1hour of labor 

and 9 square board feet of wood, and a chair requires1hour of labor and 5 square 

board feet of wood.currently,6 hours of labor and 45 square board feet of wood 

are available. Each table contributes $8 to profit, and each chair contributes $5 to 

profit. Formulate and solve an IP to maximize carpentry plants profit. 

Solution: let                     X1=number of tables manufactured  

                                         X2= number of chairs manufactured  
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SinceX1and X2 must be integer, Carpentry plant wants to solve the following 

IP: Max Z = 8X1+5X2 

         S.t X1+X2 <=6 (labor constraint) 

          9X1+5X2<=45(wood constraint) 

           X1,X2>=0; X1,X2 integer 

 نجد الحل الامثل بأستخدام طريقة الرسم للبرمجة الخطية -1

  Z=165/4, X1=3.75, X2= 2.25  

 -Figure-1(       1كما موضح بالشكل رقم )

 

 

Figure-1- 

قيححدين اضححافة الححى القيححد  X1ل الممكنححة لححذلك نأخححذ المتغيححر الاول نقتطححع جححزء مححن منطقححة الحلححو  -2

( القيحد الثحاني فنحصحل محن  (X1<=3القيحد الاول,  ,X1>=4الاصحلي فيكحون علحى الشحكل الاتحي 
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( الححححى منطقححححة الحلححححول الممكنححححة نحصححححل علححححى النتححححائج X1>=4خححححلال اضححححافة القيححححد الاول )

 .Z=41,X1=4,X2=9/5()( subproblem-2الاتية...)

Subproblem-2= subproblem-1+constraint X1>= 4.  

( الحححححى منطقحححححة الحلحححححول الممكنحححححة نحصحححححل علحححححى النتحححححائج (X1<=3, وعنحححححد اضحححححافة القيحححححد) -3

 (Z=39,X1=3,X2=3( )subproblem-3الاتية...)

Subproblem-3= subproblem-1+constraint X1<= 3.   

 (see figure-2) (2كما موضح بالشكل رقم )

 

 

(Figure-2) 

( نحصححل علححى منطقححة (X2 X2>=2( مححع قيححد المتغيححرX1>=4ومححن خححلال اضححافة القيححد الاول ) -4

 ( . infeasible solution( )Subproblem-4حلول غير ممكنه)

Subproblem-4= subproblem-1+ (X1>=4) and (X2>=2) 

ل نحصحل علحى منطقحة حلحو X2<=1 ( محع قيحد المتغيحر الثحانيX1>=4فعنحد اضحافة القيحد الاول ) -5

(Z=165/4,X1=40/9,X2=1( )subproblem-5 .) 

Subproblem-5= subproblem-1+ (X1>=4) and (X2<=1) 
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 -Figure-3(       3كما موضح بالشكل رقم )

 

(Figure-3) 

 

 

( نحصل على منطقة  Subproblem-5(الى) X1>=5ومن اضافة قيد ) -6

 (. Z=40,X1=5,X2=0 (  )Subproblem-6الحلول)

( نحصل على منطقة  Subproblem-5(الى ) X1<=4) ومن اضافة قيد -7

 (. Z=37,X1=4,X2=1 (  )Subproblem-7الحلول)

 (. Z=40,X1=5,X2=0 ( )Subproblem-6نلاحظ ان افضل حل يحقق قيود المشكلة هي 

 -Figure-4(       4كما موضح بالشكل رقم )
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Figure-4- 

 (:(Cutting plan method Gomoryطريقة قطع المستوي كومري .2

ان طريقة قطع المستوي التي توصل اليها كومري تعتمد بشكل اساسي على طريقة السمبلكس التي نحصل 

من خلالها على حل أمثل ذي قيم حقيقية, حيث في البدء يهمل شرط الاعداد الصحيحة ويحل السؤل 

ئل البرمجة الخطية,فاذا كان الحل بطريقة السمبلكس الاعتيادية أو السمبلكس المعدل كأي مسألة من مسا

الامثل اعداد صحيحة فان ذلك الحل سيكون هو الحل العددي المطلوب,أما اذا كانت بعض قيم ذلك الحل 

كسورا فسنختار أكبر هذه الكسور ليكون لنا  قيد جديدا يضاف الى نهاية اخرجدول توصلنا الية بطريقة 

السمبلكس المقابل وهكذا نستمر بالحل الى ان نصل الى  السمبلكس حيث يتم بعدها اكمال الحل بطريقة

الحل العددي الامثل.ان القيد المضاف هو عبارة عن قيد قطع من خلالة يقتطع جزء معين من حيز الحل 

الذي يحتوي على قيم ليست بأعداد صحيحة وبعبارة اخرى ان القيد الثانوي المضاف يقطع ذلك الجزء من 
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على قيم عددية صحيحة حيث ان اضافته الى الجدول يجعل المسألة خاضعة لعدد حيز الحل الذي لايحتوي 

مختلف من القيود عما كانت علية المسألة الاساسية ولغرض الحصول على حل أمثل للمسئلة بقيودها 

الجديد نطبق طريقة السمبلكس المقابل فاذا تم الحصول على حل عددي صحيح نتوقف وبخلافه يشكل قيد 

اخرى وهكذا تعاد الخطوات نفسها, ان طريقة قطع المستوي لكومري طريقة فعالة جدا لحل  قطع ثانوي

 مشاكل البرمجة العددية لكنها بطيئة بسبب كثيرة التكرارات التي نواجهها في المشاكل الكبيرة .

 ويمكن ان نحدد الخطوات الاساسية لطريقة قطع المستوي لكومري وهي:

 يق طريقة السمبلكس.نجد حلا أمثل للمسألة بتطب -1

اذا كانت نتائج الخطوة الاولى ذات قيم عددية صحيحة نتوقف ونكون بذلك قد حصلنا على الحل  -2

 (.3العددي الامثل وبعكس ننتقل الى الخطوة رقم )

 يتم اضافة قيد قطع)قطع ثانوي( يتجه الحل من خلاله نحو القيمة العددية الصحيحة. -3

مجموعة قيود المسئلة الاساسية نطبق طريقة السمبلكس المقابل فاذا  بعد اضافة قيد القطع الثانوي الى -4

كانت النتائج ذات قيم عددية صحيحة نتوقف وبعكسه تتم عملية قطع جديد,نكرر العملية حتى يتم 

 الحصول على الحل العددي الامثل.

أعدادا صحيحة,فأن  ليست biيمثل المتغير الاساس في جدول الحل الامثل والذي قيمته  Xiفأذا فرضنا أن 

 معادلة هذا المتغير في جدول الحل الامثل بطريقة السمبلكس الاعتيادية سيحسب كما يأتي:

 (1) Xi+∑ aijsj = bi    i = 1,2, . . , mn
   𝑗=1 

aij=[aij]+fij   ,  bi=[bi]+fi 

[bi]  يمثل اكبر عدد صحيح ويكون اقل أو يساوي :bi. 

[aij] قل أو يساوي : يمثل اكبر عدد صحيح ويكون اaij. 

0<=fij<=1,    0<=fi<=1 

 -( أن:1ويمكن ان نستنتج بعد التعويض بالمعادلة )

Xi+∑ ([𝑎𝑖𝑗] + 𝑓𝑖𝑗)𝑠𝑗 = [𝑏𝑖] + 𝑓𝑖   𝑖 = 1,2, . . , 𝑚𝑛
𝑗=1 

هو كسر غير سالب. حيث يمكن ان نستنتج بعد التعويض في  fijهو كسر موجب وان fiوذلك لان

 ( أن:1المعادلة)
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fi-∑ 𝑓𝑖𝑗𝑠𝑗 = 𝑥𝑖 − [𝑏𝑖] + ∑ [𝑎𝑖𝑗]𝑠𝑗 … . (2)𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑗=1 

( يجب ان يكون عدديا 2هي قيم عددية, وبما ان الجانب الايمن من المعادلة) Xi,Sjحيث ان جميع قيم 

 لذلك يجب ان يكون الجانب الايسر عدديا ايضا.

Fij>=0 and Sj>=0    for all I,j 

∑لذلك سيكون 𝑓𝑖𝑗𝑠𝑗 ≥ 0     ⇒ 𝑓𝑖 − ∑ 𝑓𝑖𝑗𝑠𝑗 ≤ 𝑓𝑖𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑗=1 

fi<1……𝑓𝑖لذلك سيكون    − ∑ 𝑓𝑖𝑗 ≤ 1𝑛
𝑗=1 

 -وبما ان الطرف الايسر يجب ان يكون عددا صحيحا لذلك ستنتج:

f i -∑j=1
n
fijSj<=0 

 لذلك سيكون         

f i -∑j=1
n
fijSj=0 

 حيث يمكن ان نكتب المعادلة الاخيرة بالشكل الاتي:

 i ∑j=1
n
fijSj<=-f  -.. 

∑j=1
n
fijSj>=fi    

∑ 𝑓𝑖𝑗𝑠𝑗 + 𝑠𝑖 = _𝑓𝑖 𝑛
𝑗=1لذلك 

Si = ∑ 𝑓𝑖𝑗𝑠𝑗 − 𝑓𝑖 … . . (3)𝑛
𝑗=1 

متغير مهمل غير سالب يحقق كون معادلة القيد ذات قيم عددية  Siمتغير غير اساسي, Sjحيث أن

لسمبلكس. وبعد ذلك ( بمعادلة قيد القطع الكسري التي ستضاف الى جدول ا3صحيحة, وتدعى المعادلة)

سنحل المسائلة بطريقة السمبلكس المقابل فأذا كان جدول الحل الامثل أعدادا صحيحة نتوقف وبعكسه 

سنضيف قيد قطع جديد الى نهاية الجدول ونستمر بالحل الى حين الحصول على الحل العددي الامثل. أما 

تشير الى عدم امكانية الحصول على حل  اذا حصلنا اثناء تطبيق طريقة السمبلكس المقابل على معلومات

 عددي أمثل للمسألة الاساسية.

 ولغرض توضيح خطوات الحل نستعرض المثال الاتي:

 اوجد الحل الامثل للنموذج الرياضي الخطي الاتي: -(:2مثال )
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Max Z=X1+X2 

S.t 2X1+X2 ≤ 6,     X1+4X2 ≤ 12, X1, X2≥0 and integer. 

Example (2):- Find the optimal solution for the mathematical linear 

programming model: 

Max Z=X1+X2 

S.t 2X1+X2 ≤ 6 

     X1+4X2 ≤ 12 

X1, X2≥0 and integer  

من خلال استخدام طريقة السمبلكس الاعتيادية نحصل على الحل الامثل كما موضح في الجدول  -1الحل: 

 ادناه:

Table (1) 

RHS S2 S1 X2 X1 B.V 

4.3 0.1 0.4 0 0 Z 

1.7 -0.1 0.6 0 1 X1 

2.6 0.3 -0.1 1 0 X2 

 

 Z= 4.3,X1=1.7,X2=2.6نستنتج ان 

كما نلاحظ ان النتائج التي تم الحصول عليها في الخطوة الاولى ليست ذات قيم عددية صحيحة  -1

 (.3لجميع المتغيرات ننتقل الى الخطوة رقم )

( وتعتمد عملية تكوين هذا القطع على 1حل الامثل)نكون قيد قطع ثانوي يضاف الى جدول ال -2

( الذي يمتلك اكبر جزء حقيقي من بين R.H.Sالمتغير الاساس ذو القيمة الحقيقية في عمود الحل )

( اما 0.7هو) X1( نلاحظ ان الجزء الحقيقي للمتغير 1المتغيرات الحقيقية الاخرى, ومن جدول )

اما المعادلة التي تقابل هذا  X1ك سنختار صف المتغير ( لذل0.6هو) X2الجزء الحقيقي للمتغير 

 . X1+0.6S1- 0.1S2=1.7))  -المتغير في جدول الحل الجديد فتحسب باالشكل الاتي:

اذ يمكن اعادة كتابة المعادلة اعلاه ب صيغة اخرى بعد تطبيق القواعد المذكورة سابقة في حساب معادلة 

 قيد القطع الكسري.  

(0+1)X1+(0+0.6)S1+(-1+0.9)S2= 1+0.7 

0.6S1+0.9S2 >= 0.7 

-0.6S1-0.9S2 <= -0.7 
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 نحصل على   S3وبتحويل القيد الاخير الى معادلة باضافة المتغير 

 -0.6S1-0.9S2 +S3= -0.7 

ان المعادلة  اعلاه تمثل معادلة القيد الذي سيقطع جزء معينا من حيز الحل مقتربين بذلك من الحيز الذي  

( لينتج جدول اخر يكون على الشكل 1حل العددي الامثل فتضاف تلك المعادلة الى الجدول )يحتوي على ال

 الاتي:

Table (2) 

RHS S3 S2 S1 X2 X1 B.V 

4.3 0 0.1 0.4 0 0 Z 

1.7 0 -0.1 0.6 0 1 X1 

2.6 0 0.3 -0.1 1 0 X2 

-0.7 1 -0.9 -0.6 0 0 S3 

 

حسب  S2والمتغير الداخل هو المتغير  S3سالبة هو المتغير الان سيكون المتغير الخارج الذي يحمل قيمة 

 (.3طريقة السمبلكس المقابلة وبعد اجراء الحسابات نحصل على الجدول)

Table (3) 

RHS S3 S2 S1 X2 X1 B.V 

4.2 0.2 0 0.3 0 0 Z 

1.8 -0.2 0 0.7 0 1 X1 

2.3 0.3 0 -0.3 1 0 X2 

0.8 -1.2 1 0.7 0 0 S2 

 

النتائج لاتزال ذات قيم حقيقية غير عددية لذا نحتاج الى تكوين قيد قطع ثانوي اخر معتمدين وكم نلاحظ ان 

( وستكون المعادلة المقابلة لهذا 0.8) X1على المتغير الاساس الذي يمتلك اكبر قيمة حقيقية لذا سنختار 

 المتغير كما مر سابقا:

(0+1)X1+(0+0.7)S1+(-1+0.8)S3=1+0.8 

0.7S1+0.8S3 ≥ 0.8 

 وبتحويل القيد اعلاه الى معادلة يصبح على الشكل الاتي:

-0.7S1-0.8S3+S4= -0.8 
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 (:4( فنحصل على جدول جديد)3ثم يضاف الى الجدول)

Table (4) 

RHS S4 S3 S2 S1 X2 X1 B.V 

4.2 0 0.2 0 0.3 0 0 Z 

1.8 0 -0.2 0 0.7 0 1 X1 

2.3 0 0.3 0 -0.3 1 0 X2 

0.8 0 -1.2 1 0.7 0 0 S2 

-0.8 1 -0.8 0 -0.7 0 0 S4 

 

حسب طريقة السمبلكس المقابل  S3والمتغير الداخل هو المتغير S4فيكون المتغير الخارج هو المتغير

 (:5( نحصل على جدول الحل الامثل  كما مبين في الجدول )4وبعد اجراء الحسابات على الجدول)

Table (5) 

RHS S4 S3 S2 S1 X2 X1 B.V 

4 0.2 0 0 0.2 0 0 Z 

2 -0.2 0 0 0.8 0 1 X1 

2 0.4 0 0 -0.6 1 0 X2 

2 -1.4 0 1 1.6 0 0 S2 

1 -1.2 1 0 0.8 0 0 S3 

 

لقد تم التوصل الى الحل الامثل الذي يحقق جميع قيود المشكلة, حيث ان قيمة المتغيرات الاساسية ذات قيم 

 عددية صحيحة.

 :(Branch and Boundطريقة التفرع والتحديد )- . 3

طريقة التفرع والتحديد هي اكثر الطرائق واسعة الاستخدام لحل كل من مسائل برمجة الاعداد الصحيحة 

التامة ومسائل برمجة الاعداد الصحيحة المختلطة في الواقع العملي,تتضمن خوارزمية التفرع والتحديد 

ء باهمال القيود العددية لمسألة اجراءات تكرارية عددية كفوءة لاختيار الحلول العددية المتاحة كلها, مبتد

برمجة الاعداد الصحيحة الخطية ومن ثم حل المسئلة برمجة خطية, اذا كان الحل الامثل للمسئلة الخطية 

صحيحا عدديا فالحل امثل من الناحية العدية, عدا ذلك طريقة التفرع والتحديد يتم اعتمادها بتطبيق 

 عمليتين اساسيتين.
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 (:Branchingالتفرع ) -(1)

يقصد بالتفرع تقسيم فضاء الحل المستمر الى فضاءات فرعية)مسائل فرعية( مستمرة,الهدف من      

( لمسألة برمجة infeasibleعملية التقسيم هو حذف أجزاء من الفضاء المستمر والذي يكون غير مقبول)

ول العددية المثلى, الاعداد الصحيحة, وهذا يتم عن طريق القيود العددية الضرورية للحصول على الحل

ولكن في طريقة اخرى لايمكن حذف نقاط عددية غير متاحة,بمعنى اخر المجموعة الناتجة من المسائل 

الفرعية تعرف بشكل متكامل جميع نقاط الحل العددي المتاح للمسألة الاصلية,بسبب أعطي اسم التفرع 

(Branching.) 

 (:Boundingالتحديد ) -(2)

المثلى لكل مسئلة فرعية للمسئلة الاصلية من نوع التعظيم او التصغير يحصل عليها  قيمة دالة الهدف    

من عملية التقسيم, اذ يتم ادراجها كحد اعلى اواصغر لقيمة دالة الهدف المرتبطة مع القيم العددية المتاحة 

رعية, هذه ( اساسي لعملية ترتيب الحلول المثلى للمجموعات الفBoundلمتغيرات القرار, هذا الحد)

 (.Boundingالعملية يطلق عليها اسم التحديد)

 ويمكن تمثيل خوارزمية التفرع والتحديد بالخطوات الرئيسية الاتية:

نقوم بايجاد الحل الامثل لنموذج البرمجة الخطية باحدى الطرق المتاحة لحل نموذج البرمجة  -1

 الخطية.

خلال التفرع لاحدى متغيرات القرار نقوم بتجزئة الحل الامثل لنموذج البرمجة الخطية من  -2

الذي يفترض ان يكون ذو قيمة عددية صحيحة والذي هو في الاصل ذو قيمة كسرية في الحل 

الامثل للبرمجة الخطية, وبما ان هناك متغيرات قرار اكثر من متغير تكون القيمة الكسرية 

دية صحيحة لذلك يجب بالحل الامثل للبرمجة الخطية والتي ايضا يجب ان تكون ذو قيمة عد

ان نحدد اي متغيرمن المتغيرات القرار ليرشح ان يكون متغير التفرع والاعتبارات المقترحة 

 لمتغير المتفرع المناسب هي

a- .اختيار المتغير العددي ذو اكبر قيمة كسرية في حل البرمجة الخطية 

b- اه:تخصيص الاولوية للمتغيرات العددية من حيث الاهمية حسب المعايير ادن 

 كونه يمثل قيمة حرجة للانموذج. -1

 كونها معامل ربح او معامل كلف في دالة الهدف. -2

 كونها تمثل قرارا مهما في الانموذج. -3
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نقوم بايجاد الحل الامثل من خلال تحديد المتغير المتفرع الذي اصبحت قيمته صحيحة ونجد حل امثل  -3

على حل امثل لجميع متغيرات القرار قيم عددية اخر باسلوب البرمجة الخطية ونلاحظ القيم فاذا حصلنا 

صحيحة نتوقف عن هذا التفرع ونذهب الى التفرع الاخر وبنفس الاسلوب نجد حل اخر باستخدام البرمجة 

 الخطية ونتوقف عندما نحصل على ان جميع متغيرات القرار ايضا ذو قيمة عددية صحيحة.

متغيرات القرار التي تكون قيمة كسرية في الحل الامثل ( على جميع 3ونكرر نفس العملية في الفقرة ) -4

للبرمجة الخطية نلاحظ من خلال التفرع لهذه المتغيرات بان نحصل على حلول غير اساسية غير مقبولة 

(infeasible( وحلول مثلى )feasible ونقارن بين جميع الحلول المثلى التي تم الحصول عليها وناخذ )

 ة دالة الهدف ونهمل الحلول الغير اساسية.افضل حل مناسب حسب طبيع

السمبلكس  ولغرض ايجاد معادلة القطع للمتغير الاساس الذي تكون قيمته في جدول الحل الامثل بطريقة

الاعتيادي كسرية نقوم بتطبيق معادلة القطع الخاصة بذلك المتغير للتضاف الى جدول الحل الامثل وكما 

 موضحة بتلك المعادلة.

SK-  [∑ jE+ j α w j+(fk /fk-1)∑j E-1 α w j]= -fk…….(4) 

 

يمثل المتغير المهمل الجديد الذي سيضاف الى قيد القطع للمتغير الاساس في جدول الحل SKحيث ان 

∑الامثل الذي يحتوي على قيم كسرية, وان  𝛼𝑤𝑗𝑗𝐸+𝑗  تمثل مجموع الكسور الموجبة التي يتحويها

يمثل القيمة الكسرية في الجهة اليمنى من معادلة  fkدول الحل الامثل, و معادلة المتغير الاساس في ج

∑ المتغير الاساس في جدول الحل الامثل, 𝛼𝑤𝑗]𝑗𝐸−𝑗  يمثل تمثل مجموع الكسور السالبة التي يتحويها

 معادلة المتغير الاساس في جدول الحل الامثل.

القطع للمتغير الاساس الذي تكون قيمته النهائية في ولغرض توضيح هذه الطريقة وكيفية استخدام معادلة 

 ( نستخدم المثال الاتي:4جدول الحل الامثل كسرية )

 اوجد الحل الامثل النموذج الرياضي الخطي الاتي: -(:3مثال )

Max Z=7X1+9X2 

S.T:  -X1+3X2<= 6 ,   7X1+X2<= 35, X1>=0and integer, X2>=0 
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Example (3):- Find the optimal solution for the mathematical linear 

programming model:- 

Max Z=7X1+9X2 

 S.T:  

 -X1+3X2<= 6, 

 7X1+X2<= 35 

, X1>=0and integer, X2>=0 

 -خطوات الحل:

نجد الحل الامثل الاولي باستخدام طريقة السمبلكس الاعتيادية وكما موضحة في جدول الحل  -1

   -الامثل الاتي:

 

Table (6) 

RHS S2 S1 X2 X1 B.V 

63 15/11 28/11 0 0 Z 

7/2 1/22 7/22 1 0 X2 

9/2 3/22 -1/22 0 1 X1 

 

عددية غير صحيحة وبما ان  X1,X2( ان قيمة المتغيرات الاساس 6نلاحظ من خلال جدول الحل )

يجب يكون قيمة عددية صحيحة خالية من الكسور , اما  X1الشروط تنص على ان المتغير الاساس 

ونطبق علية معادلة القطع  X1فيجوز ان يكون قيمة كسرية, لذلك سنهتم فقط بقيمة المتغير   X2المتغير 

 -( وكما موضحة ادناه:4الخاصة بهذه الطريقة  معادلة رقم)

SK-  [∑jE+ j α w j+(fk /fk-1)∑j E-1 α w j]= -fk…….(4) 

S3-[3/22S2+(0.5/0.5-1)(-1/22S1]=-1/2               
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   𝑆3 − [
3

22
𝑆2 + (

1

22
) 𝑆1] = −1/2 

               

   𝑆3 −
3

22
𝑆2 −

1

22
𝑆1 = −1/2 

 

 -ومن خلال اضافة هذه المعادلة الى نهاية جدول الحل الامثل نحصل على الجدول ادناه:

 

Table (7) 

RHS S3 S2 S1 X2 X1 B.V 

63 0 15/11 28/11 0 0 Z 

7/2 0 1/22 7/22 1 0 X2 

9/2 0 3/22 -1/22 0 1 X1 

-1/2 1 -3/22 -1/22 0 0 S3 

 

وتحديد  S3ونكمل الحل الامثل باستخدام طريقة السمبلكس المقابل من خلال تحديد المتغير الخارج 

قيمة عددية صحيحة نتوقف عن الحل واذا كانت  X1, فاذا كانت قيمة المتغير الاساس  S2المتغير الداخل

( وكما موضحة في الجدول 4قيد قطع اخر حسب المعادلة رقم ) كسرية نستمر على الحل من خلال اضافة

 (:7ادناه )

 

Table (7) 

RHS S3 S2 S1 X2 X1 B.V 

58 10 0 23/11 0 0 Z 

20/6 1/3 0 10/66 1 0 X2 

4 1 0 -1/11 0 1 X1 

11/3 -22/3 1 1/3 0 0 S2 

 

لشروط النموذج الرياضي في قيمة عددية صحيحة حسب ا X1نتوقف عن الحل لان قيمة المتغير الاساس 

 (7جدول الحل الامثل في الجدول)
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 -(:(Binary modelطريقة حل نموذج البرمجة العددية للمتغيرات الثنائية.   4

تسخدم هذه الطريقة لحل النموذج الرياضي للبرمجة العددية عندما تكون جميع متغيرات القرار الاساسية  

( فقط. وسناخذ المثال الاتي لبيان كيفية حل نموذج الثنائي 1قيمة ) ( أو تأخذ0ثنائية اي اما تأخذ قيمة )

 للبرمجة العددية.

( مدن هذه المقاطعة ترغب في تحديد مكان انشاء مراكز اطفاء في هذه المدن. 9مقاطعة فيها ) -(:4مثال)

كز اطفاء وهذه المقاطعة تهدف الى انشاء اقل عدد ممكن من مراكز الاطفاء بحيث تكون على الاقل مر

واحد في كل مدينة بحيث يضمن ان يكون الوقت لايصال سيارات الاطفاء لكل مدينة ضمن الوقت 

 -( دقيقة. اذا علمت ان الوقت بين المدن مقدر بالدقائق وموضح في الجدول ادناه:20المعياري وهو )

Example (4):- There are nine cities in the county. The county must determine 

where to build fire stations. The county wants to build the minimum number of 

fire needed to ensure that at least one fire station is within 20 minutes (driving 

time) of each city. The time s (in minutes) required to drive between the cities in 

county are shown in (Table 8) .formulate an IP that will tell county how many 

fire stations should be built and where they should be located).   

 Table (8)  

City9 City 8 City 7 City6 City 5 City 4 City 3 City 2 City 1  

to 

 

from 

30 16 28 12 30 10 22 15 0 City 1 

24 38 33 25 16 40 21 0 15 City 2 

10 35 26 12 17 45 0 21 22 City 3 

21 44 18 15 34 0 45 40 10 City 4 

41 18 30 20 0 34 17 16 30 City 5 

16 27 10 0 20 15 12 25 12 City6 

22 28 0 10 30 18 26 33 28 City 7 

29 0 28 27 18 44 35 38 16 City 8 

0 29 22 16 41 21 10 24 30 City9 

 -الحل:
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نحدد دالة الهدف وهي عدد مراكز الاطفاء التي سيتم بنائها في هذه المقاطعة وهو اقل عدد ممكن  -1

 من بناء هذه المراكز.

Min Z = X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7+X8+X9  

( دقيقة  على النحو 20نحد قيد لكل مدينة يتتحقق فيها وقت الوصول ضمن الوقت المعياري) -2

 -الاتي:

S.to: X1+X2+X4+X6+X8>= 1 ……(City 1 constraint) 

  X1+X2+X5>= 1…………………..(City 2 constraint)  

   X3+X5+X6+X9 >= 1…………….(City 3 constraint) 

X1+X4+X6+X6 >= 1………………(City 4 constraint)  

X2+X3+X4+X5+X8 >= 1…………..(City 5 constraint) 

X1+X3+X4+X5+X6+X7+X9 >= 1     (City 6 constraint) 

X4+X6+X7 >= 1…………………….(City 7 constraint) 

X1+X5+X8>= 1……………………..(City 8 constraint) 

X3+X6+X9 >= 1…………………….(City 9 constraint)    

Xi =0 or 1  (i=1,2,3,4,5,6,7,8,9) 

الاساسية نحصل وعند ايجاد الحل الامثل باستخدام طريقة السمبلكس الاعتيادي ضمن شروط المتغيرات 

 -على النتائج الاتية:

( وضمن المدينة 5( مركزين للا اطفاء ستقوم ببنائها  وهي ضمن المدينة  )2ان قيمة دالة الهدف  تساوي )

( , ولم يتم بناء اي مركز اطفاء في المدن الاخرى X5=X6=1(, اي ان )6رقم )

 (.X1=X2=X3=X4= X7=X8=9 =0اي)

 mixed Binary Integer model المختلطة العددية الثنائي طريقة حل نموذج البرمج  . 5

تسخدم هذه الطريقة لحل النموذج الرياضي للبرمجة العددية عندما يكون بعض متغيرات القرار ذو قيم 

                            عددية صحيحة وقسم اخر ذو قيم عددية كسرية وقسم من هذه المتغيرات يحتاج الى

                         

متغيرات ثنائية  لغرض تحديد قيم متغيرات الاساس حسب طبيعة كل مسائلة, لذلك سنتناول مثال تطبيقي 

 على نموذج البرمجة العددية الثنائي المختلط لبعض التطبيقات وكما موضح ادناه:
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وتعتمد هذه  شركة تنتج ثلاثة انواع من الثلاجات ذو حجم صغير وحجم متوسط وحجم كبير, -(:4مثال)

على المواد الاولية من مادة البليت وساعات العمل في عملية انتاج الثلاجات, حيث ان انتاج وحدة واحدة 

( ساعة عمل, وكذلك الى النوع 25( طن من مادة البليت,ويحتاج الى )0.5من الثلاجة الصغيرة الى )

( ساعة عمل , 30يت, ويحتاج الى )( طن من مادة البل0.65الثاني ثلاجات متوسطة الحجم يحتاج الى )

( طن من مادة البليت, ويحتاج الى 0.90وكذلك بالنسبة الى النوع الثالث من الثلاجات كبيرة الحجم الى )

( ساعة 7000( طن من مادة البليت , و)500( ساعة عمل. ان الكميات المتاحة من مادة البليت هي )36)

انتاجها مشروط بحجم الدفعة الانتاجية لكل نوع ان لايقل عن  عمل متاحة لدى الشركة, وهذه الشركة يكون

( ثلاجة من كل نوع لكي يكون القرار الانتاجي قرار ذو جدوى اقتصادية. وان ربح الوحدة الواحدة 150)

 (.$200( اما النوع الثالث فهو )$150(, والنوع الثاني هو )100من النوع الاول)$

 لشروط.المطلوب تعظيم الارباح وفق هذه ا

Example (4):- 

(Company manufacturing three types of Refrigerator: Small, medium and large, 

the resources required for, and profits yielded by, each type of Refrigerator are 

shown in table (9). At present, 500 tons of plate and 7000 hours of labor are 

available. For production of a type of Refrigerator to be economically feasible, 

at least 150 Refrigerator of that type must be produced formulates an IP to 

maximize company's profit). 

 

Table 9 

Large  medium small TYPE 

0.90(tons) 0.65(tons) 0.50(tons) plate required 

36(hours) 30(hours) 25 (hours) Labor required 

200$ $150 $100 profit 

يمثل عدد الثلاجات المنتجة من النوع الاول,  X1الحل: نعرف انواع الثلاجات فنفرض المتغير

جة من يمثل عدد الثلاجات المنت X3يمثل عدد الثلاجات المنتجة من النوع الثاني, المتغير X2والمتغير

 -النوع الثالث ولذلك سيكون ا لنموذج الرياضي وفق الصيغة الاتية:



 273 

Max Z= 100X1+150X2+200X3  

( ثلاجة او 150من خلال شروط الانتاج لكل دفعة انتاجية من اي نوع من الانواع الثلاثة يجب ان تكون )

 -اكثر ولتحقيق ذلك لابد من توفر القيود الثلاثة وهية:

Constraint-1: X1<=0 or X1>=150. 

Constraint-2: X2<=0 or X2>=150. 

Constraint-3: X3<=0 or X3>=150. 

وبما ان الامكانيات المتاحة محدودة وهي كميات البليت وساعات العمل لذلك ستستخدم الشركة على 

( ساعات عمل لذلك سيتم استبدال القيد الاول بالقيد 7000(طن , وعلى الاكثر تستخدم)500الاكثر)

 -المزدوج الاتي:

X1<=M1y1;      150-X1<=M1 (1-y1);     y1=0 or 1 

( تحدد على اقل كمية انتاج من M1وان قيمةال) M1لاتزيد عن  150-X1),(X1)ومن المعلوم ان) 

النوع الاول وفق امكانيات كمية البليت والساعات المتاحة للعمل ضمن المعاملات التكنلوجية لتصنيع 

( وهي اكبر كمية يمكن انتاجها من هذا 7000/250نوع الصغير فتحدد قيمتها من خلال)وحدة واحدة من ال

( بالقيد المزدوج X2( ثلاجة, وبنفس الاسلوب نستبدل القيد الثاني للمنتج الثاني )280النوع من الثلاجات)

 -الاتي:

X2<=M2y2;      150-X2<=M2 (1-y2);     y2=0 or 1 

ل كمية انتاج من النوع الثاني وفق امكانيات كمية البليت والساعات المتاحة ( تحدد على اقM2وان قيمةال)

للعمل ضمن المعاملات التكنلوجية لتصنيع وحدة واحدة من النوع المتوسط فتحدد قيمتها من 

( ثلاجة , وبنفس الاسلوب 233.33( وهي اكبر كمية يمكن انتاجها من هذا النوع )7000/30خلال)

 X3<=M3y3;      150-X3<=M3 -( بالقيد المزدوج الاتي:X3ث للمنتج الثالث)نستبدل القيد الثال

(1-y3);     y3=0 or 1 

( تحدد على اقل كمية انتاج من النوع الثالث وفق امكانيات كمية الستيل والساعات M3وان قيمةال)

دد قيمتها من المتاحة للعمل ضمن المعاملات التكنلوجية لتصنيع وحدة واحدة من النوع الكبير فتح

( ثلاجة. ويمكن ان 194.44( وهي اكبر كمية يمكن انتاجها من هذا النوع من السيارات)7000/36خلال)

 -نحدد قيد رابع لكمية البليت المتاحة لاانتاج ثلاثة انواع من االثلاجات وفق القيد الرابع الموضح ادناه:

0.5X1+0.65X2+0.90X3<=500(plate constraint-4). 
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قيد الخامس لكمية ساعات العمل المتاحة لاانتاج ثلاثة انواع من السيارات وفق القيد الخامس ونحد ال

 -الموضح ادناه:

25X1+30X2+36X3<=7000(Labor constraint-5). 

وهناك شرط اخير هو ان تكون المنتجات الثلاثة موجبة وكذلك قيم عددية صحيحة. لذلك سيصبح النموذج  

 -وفق جميع القيود التي تم مناقشتها اعلاه وفق الصيغة الاتية: الرياضي لهذه المسائلة

Max Z= 100X1+150X2+200X3  

s.t:  X1<=280y1   -----(1)        

          150-X1<=280 (1-y1)-----(2)    

X2<=233.33y2 -----(3)          

          150-X2<=233.33 (1-y2) ----(4)  

X3<=194.49y3--------(5)           

150-X3<=194.49 (1-y3)------(6)   

0.50X1+0.65X2+0.90X3<= 500….(7) 

25X1+30X2+36X3<=7000----(8) 

X1,X2,X3>=0 and integer 

y1,y2,y3=0 or 1 

هو قيمة الارباح المتحققة من  WQSBويكون الحل الامثل لهذ النموذج من خلال استخدام البرنامج  

جة من النوع الثالث كبيرة الحجم فقط,والربح المتحقق من خلال ذلك ( ثلاX3=2000خلال انتاج )

( وان قيمة المتغير X2=0( , وكذلك الثاني)X1=0( وحدة نقدية وان قيمة المنتج الاول ) Z=38800هو)

(.وفق جمعيع y31=0( , وقيمة المتغير الثنائي الثالث)(y2=0(, وقيمة المتغير الثنائي (y3=1الثنائي 

 وضة المنوه عنها اعلاه.قيود المفر
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 أمثلة محلولة لنماذج البرمجة العددية:5 –9

 اوجد الحل الامثل النموذج الرياضي الخطي الاتي: -(:5مثال)

Minimize Z = 2X1+X2 

S.to: 3X1+X2 >= 3 

  4X1+3X2>= 6 

X1+2X2<= 3     

X1,X2>=0 and IP 

Example (5):- Find the optimal solution for the mathematical linear 

programming model: 

( ونحص على الحل الامثل dual simplexنقوم اولا بأيجاد الحل الامثل بطريقة السمبلكس المقابلة)

 الموضح ادناه:

RHS S3 S2 S1 X2 X1 B.V 

12/5 0 -1/5 -2/5 0 0 Z 

3/5 0 1/5 -3/5 0 1 X1 

6/5 0 -3/5 4/5 1 0 X2 

0 1 1 -1 0 0 S3 

  

 Z= 12/5,X1=3/5,X2=6/5تج ان نستن 

كما نلاحظ ان النتائج التي تم الحصول عليها في الخطوة الاولى ليست ذات قيم عددية صحيحة لجميع 

 (.2المتغيرات ننتقل الى الخطوة رقم )

نكون قيد قطع ثانوي يضاف الى جدول الحل الامثل وتعتمد عملية تكوين هذا القطع على المتغير 2 

( الذي يمتلك اكبر جزء حقيقي من بين المتغيرات R.H.Sمة الحقيقية في عمود الحل )الاساس ذو القي

( اما الجزء 0.6هو) X1الحقيقية الاخرى, ومن جدول الحل الامثل نلاحظ ان الجزء الحقيقي للمتغير 
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ي اما المعادلة التي تقابل هذا المتغير ف X1( لذلك سنختار صف المتغير 0.2هو) X2الحقيقي للمتغير 

 . X1-3/5S1+ 1/5S2=1.7))  -جدول الحل الجديد فتحسب باالشكل الاتي:

اذ يمكن اعادة كتابة المعادلة اعلاه ب صيغة اخرى بعد تطبيق القواعد المذكورة سابقة في حساب معادلة 

 قيد القطع الكسري.  

  

X1+(-5/5+2/5)S1+1/5S2=1.7 

X1-S1+2/5S1+1/5S2=1.7 

 الى جدول الامثل على النحو الاتي:سنقوم باضافة القيد الاتي 

2/5S1+1/5S2>=0.7 

 (, وسيتم الاضافة لجدول الحل الامثل2/5S1-1/5S2+S4=-0.7-سيتم تحويل هذا القيد الى)

 

RHS S4 S3 S2 S1 X2 X1 B.V 

12/5 0 0 -1/5 -2/5 0 0 Z 

3/5 0 0 1/5 -3/5 0 1 X1 

6/5 0 0 -3/5 4/5 1 0 X2 

0 0 1 1 -1 0 0 S3 

-0.7 1 0 -1/5 -2/5 0 0 S4 

 

 (X1=1,X2=1,Z=3وعن طريق استخدام طريقة السمبلكس المقابلة نحصل على الحل الامثل:)

لذلك  X2IPلو عطي نفس النموذج الرياضي الخطي في المثال السابق لكن فقط يريد المتغير -(:(5مثال

 سنستخدم طريقة التفرع والتقيد في حل المثال اعلاه.

Example (5):- Find the optimal solution for the mathematical linear 

programming model: 

Minimize Z = 2X1+X2 
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S.to: 3X1+X2 >= 3 

  4X1+3X2>= 6 

X1+2X2<= 3     

X1,>=    0 and X2>=0 and IP 

 ( وهي:(X2سنقوم باستخدام خوارزمية التفرع والتقيد  الخاصة بالمتغير 

SK-  [∑jE+ j α w j+(fk /fk-1)∑j E-1 α w j]= -fk…….(4) 

S4-[0.8S1+(0.2/0.2-1)*-0.6S2]=-0.2 

S4-[0.8S1+0.15S2]=-0.2 

S4-0.8S1-0.15S=-0.2 

سيتم اضافة هذا القيد الى جدول الحل الامثل للبرمجة الخطية فيصبح جول السمبلكس بعد اضافة هذا القيد 

 على النحو الاتي:

RHS S4 S3 S2 S1 X2 X1 B.V 

12/5 0 0 -1/5 -2/5 0 0 Z 

3/5 0 0 1/5 -3/5 0 1 X1 

6/5 0 0 -3/5 4/5 1 0 X2 

0 0 1 1 -1 0 0 S3 

-0.2 1 0 -0.15 -0.8 0 0 S4 

 

ومن خلال استخدام طريقة السمبلكس المقابلة نحصل على الحل الامثل كما مبين في النتائج الاتية: 

(Z=2.5,X1= 0.75, X2= 1.) 

( مدن هذه المقاطعة ترغب في تحديد مكان انشاء مراكز اطفاء في هذه المدن. 6مقاطعة فيها ) -(:6مثال)

وهذه المقاطعة تهدف الى انشاء اقل عدد ممكن من مراكز الاطفاء بحيث تكون على الاقل مركز اطفاء 

واحد في كل مدينة بحيث يضمن ان يكون الوقت لايصال سيارات الاطفاء لكل مدينة ضمن الوقت 

 -( دقيقة. اذا علمت ان الوقت بين المدن مقدر بالدقائق وموضح في الجدول ادناه:15) المعياري وهو
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Example (6):- There are six cities in the county. The county must determine 

where to build fire stations. The county wants to build the minimum number of 

fire needed to ensure that at least one fire station is within 15 minutes (driving 

time) of each city. The time s (in minutes) required to drive between the cities in 

county are shown in (Table 8) .formulate an IP that will tell county how many 

fire stations should be built and where they should be located).    

 

 

 Table (8)  

City-6 City-5 City-4 City-3 City-2 City-1 to 

  

 from 

20 30 30 20 10 0 City-1 

10 20 35 25 0 10 City-2 

20 30 15 0 25 20 City-3 

25 15 0 15 35 30 City-4 

14 0 15 30 20 30 City-5 

0 14 25 20 10 20 City-6 

   -:الحل

نحدد دالة الهدف وهي عدد مراكز الاطفاء التي سيتم بنائها في هذه المقاطعة وهو اقل عدد ممكن  -1

 من بناء هذه المراكز.

Min Z = X1+X2+X3+X4+X5+X6  

( دقيقة  على النحو 15نحد قيد لكل مدينة يتتحقق فيها وقت الوصول ضمن الوقت المعياري) -2

 -الاتي:

                                                                                                  

X1+X2 >= 1              (City 1 constraint)  

X1+X2+X6 >= 1       (City 2 constraint) 
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 X3+X4 >=1               (City 3 constraint) 

   X3+X4+X5 >=1       (City 4 constraint)  

X4+X5+X6 >=1          (City 5 constraint) 

X2+X5+X6 >=1          (City 6 constraint) 

Xi =0 or 1  (i=1,2,3,4,5,6) 

وعند ايجاد الحل الامثل باستخدام طريقة السمبلكس الاعتيادي ضمن شروط المتغيرات الاساسية نحصل 

 -على النتائج الاتية:

( وضمن المدينة 2اء ستقوم ببنائها  وهي ضمن المدينة )( مركزين للا اطف2ان قيمة دالة الهدف  تساوي )

( ولم يتم بناء اي مركز اطفاء في المدن الاخرى X2=X4=1(, اي ان )4رقم )

 (.X1=X3=X5=X6=0اي)

شركة تنتج ثلاثة انواع من السيارات ذو حجم صغير وحجم متوسط وحجم كبير, وتعتمد هذه  -(:7مثال)

مادة الستيل وساعات العمل في عملية انتاج السيارات, حيث ان انتاج وحدة الشركة على المواد الاولية من 

( ساعة عمل, وكذلك الى 30( طن من مادة الستيل,ويحتاج الى )1.5واحدة من السيارات الصغيرة الى )

( ساعة عمل , 25( طن من مادة الستيل, ويحتاج الى )3النوع الثاني سيارات متوسطة الحجم يحتاج الى )

( طن من مادة الستيل, ويحتاج الى 5بالنسبة الى النوع الثالث من السيارات كبيرة الحجم الى ) وكذلك

( 60000( طن من مادة الستيل , و)6000( ساعة عمل. ان الكميات المتاحة من مادة الستيل هي )40)

لكل نوع ان ساعة عمل متاحة لدى الشركة, وهذه الشركة يكون انتاجها مشروط بحجم الدفعة الانتاجية 

( سيارة من كل نوع لكي يكون القرار الانتاجي قرار ذو جدوى اقتصادية. وان ربح 1000لايقل عن )

( اما النوع الثالث فهو $3000(, والنوع الثاني من السيارات هو )2000الوحدة الواحدة من النوع الاول)$

(4000$.) 

 المطلوب تعظيم الارباح وفق هذه الشروط.

Example (7):-Company manufacturing three types of care: compact, midsize, 

and large. The resources required for, and profits yielded by, each type of car are 

shown in table (9). At present, 6000 tons of steel and 60000 hours of labor are 

available. For production of a type of car to be economically feasible, at least 

1000 cars of that type must be produced formulate an IP to maximize company's 

profit). 
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                                                    Table (9) 

Large  midsize compact TYPE 

5(tons) 3(tons) 1.5(tons) Steel required 

40(hours) 25(hours) 30 (hours) Labor required 

4000$ $3000 $2000 profit 

                                               

يمثل عدد السيارات المنتجة من النوع الاول,  X1الحل: نعرف انواع السيارات فنفرض المتغير

يمثل عدد السيارات المنتجة من  X3النوع الثاني, المتغير يمثل عدد السيارات المنتجة من X2والمتغير

 -النوع الثالث ولذلك سيكون ا لنموذج الرياضي وفق الصيغة الاتية:

Max Z= 2000X1+3000X2+4000X3  

( سيارة 1000من خلال شروط الانتاج لكل دفعة انتاجية من اي نوع من الانواع الثلاثة يجب ان تكون )

 -لابد من توفر القيود الثلاثة وهية: او اكثر ولتحقيق ذلك

Constraint-1: X1<=0 or X1>=1000. 

Constraint-2: X2<=0 or X2>=1000. 

Constraint-3: X3<=0 or X3>=1000. 

وبما ان الامكانيات المتاحة محدودة وهي كميات الاستيل وساعات العمل لذلك ستستخدم الشركة على 

( ساعات عمل لذلك سيتم استبدال القيد الاول بالقيد 60000خدم)(طن , وعلى الاكثر تست6000الاكثر)

 -المزدوج الاتي:

X1<=M1y1;      1000-X1<=M1 (1-y1);     y1=0 or 1 

( تحدد على اقل كمية انتاج من M1وان قيمةال) M1لاتزيد عن  1000-X1),(X1)ومن المعلوم ان) 

متاحة للعمل ضمن المعاملات التكنلوجية لتصنيع النوع الاول وفق امكانيات كمية الستيل والساعات ال

( وهي اكبر كمية يمكن انتاجها من هذا 60000/30وحدة واحدة من النوع الصغير فتحدد قيمتها من خلال)

( بالقيد X2( سيارة, وبنفس الاسلوب نستبدل القيد الثاني للمنتج الثاني )2000النوع من السيارات)

 -المزدوج الاتي:

X2<=M2y2;      1000-X2<=M2 (1-y2);     y2=0 or 1 
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( تحدد على اقل كمية انتاج من النوع الثاني وفق امكانيات كمية الستيل والساعات المتاحة M2وان قيمةال)

للعمل ضمن المعاملات التكنلوجية لتصنيع وحدة واحدة من النوع المتوسط فتحدد قيمتها من 

( سيارة , وبنفس 2000ن هذا النوع من السيارات)( وهي اكبر كمية يمكن انتاجها م6000/3خلال)

-X3<=M3y3;      1000 -( بالقيد المزدوج الاتي:X3الاسلوب نستبدل القيد الثالث للمنتج الثالث)

X3<=M3 (1-y3);     y3=0 or 1 

( تحدد على اقل كمية انتاج من النوع الثالث وفق امكانيات كمية الستيل والساعات M3وان قيمةال)

حة للعمل ضمن المعاملات التكنلوجية لتصنيع وحدة واحدة من النوع الكبير فتحدد قيمتها من المتا

( سيارة. ويمكن ان 1200( وهي اكبر كمية يمكن انتاجها من هذا النوع من السيارات)6000/5خلال)

 -لموضح ادناه:نحدد قيد رابع لكمية الستيل المتاحة لاانتاج ثلاثة انواع من السيارات وفق القيد الرابع ا

1.5X1+3X2+5X3<=6000(steel constraint-4). 

ونحد القيد الخامس لكمية ساعات العمل المتاحة لاانتاج ثلاثة انواع من السيارات وفق القيد الخامس 

 -الموضح ادناه:

30X1+25X2+40X3<=60000(Labor constraint-5). 

وكذلك قيم عددية صحيحة. لذلك سيصبح النموذج وهناك شرط اخير هو ان تكون المنتجات الثلاثة موجبة  

 -الرياضي لهذه المسائلة وفق جميع القيود التي تم مناقشتها اعلاه وفق الصيغة الاتية:

Max Z= 2000X1+3000X2+4000X3  

s.t:  X1<=2000y1   -----(1)        

          1000-X1<=2000 (1-y1)-----(2)    

X2<=2000y2 -----(3)          

          1000-X2<=2000 (1-y2) ----(4)  

X3<=2000y3--------(5)           

          1000-X3<=1200 (1-y3)------(6)   

1.5X1+3X2+5X3<=6000(steel constrain)--------(7) 
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30X1+25X2+40X3<=60000(Labor constraint)-------(8) 

X1,X2,X3>=0 and integer 

y1,y2,y3=0 or 1 

هو قيمة الارباح المتحققة من  WQSBيكون الحل الامثل لهذ النموذج من خلال استخدام البرنامج و 

( وحدة نقدية وان قيمة المنتج الاول Z=6000( سيارة من النوع الثاني فقط هو)X2=2000خلال انتاج )

(X1=0(وكذلك الثالث , )X3=0 وان قيمة المتغير الثنائي )y2=1)نائي (, وقيمة المتغير الثy2=1) , )

 (.وفق جمعيع قيود المفروضة المنوه عنها اعلاه.y3=0وقيمة المتغير الثنائي الثالث)

معمل للأنتاج الملابس يرغب في عملية انتاج ثلاثة انواع  وهي قمصان, وفانيلات, وسراويل.  -(:8مثال)

ه الانواع وهذا وان عملية انتاج كل نوع يحتاج الى شخص متخصص في عملية تفصيل كل نوع من هذ

الشخص يستلم من المعمل اجورمقطوعة اسبوعيا سوى انتج المعمل قطعة واحدة او اكثر, ان اجور 

, واجو تفصيل النوع  $200, واجور تفصيل النوع الثاني هو  $150تفصيل النوع الاول في الاسبوع هو 

مشة وعدد من العمال, وان كمية . ان عملية انتاج الانواع الثلاث تتطلب كمية من الاق $100الثالث هو 

ساعة. وان  150يارد مربع،وعدد ساعات العمل المتاحة هو  160الاقمشة المتاحة في المعمل هي 

متطلبات انتاج كل نوع من هذه المنتجات من الاقمشة وساعات العمل وكذلك كلفة الانتاج وسعر البيع لكل 

ي اعداد خطة انتاجية تحقق له اكبر ربح ممكن (, وان المعمل يرغب ف10منتج موضح في الجدول رقم )

 من خلال انتاج هذه المنتجات وفقا للقيود المفروضة على العملية الانتاجية.

Example (8):- company manufacturing three type of clothing: shirts, shorts, and 

pants. The manufacturing of each type of clothing requires the appropriate type 

of machinery available. The machinery needed to manufacture each type of 

clothing must be rented at the following  

rates: shirt machinery,$200 per week, short machinery,$150 per week, pants 

machinery,$100 per week. The manufacture of each type of clothing also 

requires mounts of cloth and labor shown in table 10.Each week 150 hours of 

labor and 160 sq yd of cloth are available. 
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Table (10)                                       

cost Sales 

price  

Cloth 

(squares yards 

Labor  

(hours) 

Products-

type 

$6 $12 4 3 shirts 

$4 $8 3 2 shorts 

$6 $15 4 6 pants 

 لغرض صياغة المشكلة لابد من تعريف متغيرات القرار:

X1.عدد الوحدات المنتجة من النوع الاول القمصان : 

X2.عدد الوحدات المنتجة من النوع الثاني فانيلات : 

X3.عدد الوحدات المنتجة من النوع الثالث سراويل : 

Y1 = :1 اذا تم انتاج اي عدد من المنتج الاول 

Y1 =0 اذا لم يتم انتاج اي عدد من المنتج الاول 

Y2 =1 اذا تم انتاج اي عدد من المنتج الثاني 

Y2 =0 اذا لم يتم انتاج اي عدد من المنتج الثانيس 

Y3اذا تم انتاج اي عدد من المنتج الثالث = 

Y3نتج الثالث= اذا لم يتم انتاج اي عدد من الم 

)مجموع كلف -ان مجموع الارباح المتحققة للمعمل في الاسبوع=)مجموع العوائد من بيع المنتجات(

 )مجموع كلف تاجير العامل لتفصيل كل نوع من الانواع الثلاثة المنتجة(-الانتاج(

Weekly profit=(12X1+8X2+15X3)-(6X1+4X2+8X3)-(200Y1+150Y2+100Y3) 

 تصبح دالة الهدف:
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Maximize Z= 6X1+4X2+7X3-200Y1-150Y2-100Y3 

S.T: 3X1+2X2+6X3<= 150(labor constraint) …..(1) 

       4X1+3X2+4X3<= 16 (cloth constraint……...(2) 

        X1,X2,X3>=0,X1,X2,X3 integer……….(3) 

          Y1,Y2,Y3=0 or 1…….(4) 

( وفق الصيغة Xiلاقتها مع متغيرات القرار الرئيسية )( وعYiيجب ان يضاف قيود للمتغيرات الثنائية)

 التالية:

   X1<=M1Y1……(5) 

X2<=M2Y2……(6) 

X3<=M3Y3……(7) 

( يمكن تحديد قيم 2,3,4( قيم كبيرة موجبة, ووفق الامكانيات المتاحة المذكورة في القيود)Miحيث تمثل )

(M1=40(,)M2=53(,)M3=25وهذا يعني اذا تم انتاج عدد من ا ,) لوحدات من المنتج الاول تكون

, وهذا نفس  Y1=0واذا لم يتم انتاج اي وحدة من المنتج الاول يكون قيمة المتغير الثنائي  Y1=0قيمة

الاسلوب يكون على المتغيرات الثنائية الاخرى. ومن خلال استخدام البرنامج الحاسب الالكترونية يتم حل 

 :النموذج الرياضي وتكون النتائج وفق الاتي

Z=$75,X3=25 unites,Y3=1,X2=X3=Y1=Y2=0. 

 

 

 تمارين وأسئلة الفصل التاسع عن البرمجة العددية

Q1: a company wants to build the minimum number of fire stations needed to 

ensure that at least on fire station is within (17) minutes (driving time) of each 

six city. The times required to drive between this cities are shown in table-1. 
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Formulate an IP Model that will tell a company how many fire stations should 

be built and where they should be located by using IP model.   

1-                                             Table-1 

 City-1 City-2 City-3 City-4 City-5 City-6 

City-1 0 10 20 30 30 20 

City-2 10 0 25 35 20 10 

City-3 20 25 0 15 30 20 

City-4 30 35 15 0 15 25 

City-5 30 20 30 15 0 14 

City-6 20 10 20 25 14 0 

 

بحيث ان خدمات الاطفاء تصل الى  شركة ترغب ببناء اقل مايمكن من مراكز الاطفاء لحدى المدن -1

قرى العائده لهذه المدينة بالتساوي وان وحدت القياسى الزمني هي سبعة عشر دقيقة يجب ان  6

تصل اليها سيارات الاطفاء. المطوب مهي عدد مراكز الاطفاء التي تغطي قرى هذه المدينة ضمن 

 ددية.الوقت القياسي لوصول سيارات الاطفاء باستعمال البرمجة الع

Q2: consider the following L.P model:  

2- Max Z= X1+ X2  

S.to  

Max Z= X1+ X2  

S.to  

2X1 + X2 <= 6 

X1 + 5X2 <=20 

X1, X2 > 0, X1, X2 integer.  
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Q3: company manufacturing two models of its current line of personal 

computers KCU and KCP. THE KCU, which purchased primarily by universities 

and other businesses that network their computers, is equipped with two 

floppy drives and no hard disk drive, this model needs(0.7) production hours. 

The KCP is designed for home and personal use and is equipped with one floppy 

drive and one hard disk drive, this model needs (0.9) production hours. Each 

model is housed in a tower case. At present, 2000 of floppy drives, 900 of hard 

disk, 1000 of Tower case and 580 of production hours. The profit of KCU 100$ 

per unit and 250$ per unit of KCP model, for production of a type of computer 

to be economically feasible, at least 550 computer of that type must be 

produced. Formulate an IP to maximize company’s profit.   

مخصص  KCUالنوع الاول  KCU,KCPشركة تنتج نوعين من الحاسبات الالكترونية وهي  -3

للجامعات ورجال الاعمال وان متطلباتها هي تحتوي على اثنانمن سواقة التحريك ولاتحتوي على 

ساعة عمل ويحتوي ايضا هذا النوع على الغطاء  0.9قرص خزن, وهذا النوع يحتاج الى 

مخصص ليستخدم في البيوت او في المكاتب  KCPالخارجي للجهاز وانوع الثاني من الحاسبات

(LAPTOP فيها محرك مرن واحد وفيها قرص خزن وتحتاج ايضا الى غطاء خارجي, ويحتاج )

قرص خزن,ولديها غطاء 900محرك سرعة ,ولديها  2000ساعة عمل. الشركة لديها  0.9الى 

 $100ساعة عمل انتاجية. علما ان ربح النوع الاول580غطاء وتملك على الاكثر 1000خارجي

حاسبة  550ن تكون حجم الدفعة الاقتصادية الانتاج لاتقل عن على شرطة ا $250والنوع الثاني 

من كل نوع. اوجد عدد الوحدات المنتجة من كل نوع ضمن شروط حجم الدفعة الانتاجية على ان 

 تحقق على ربح ممكن ضمن الامكانيات المتاحة للشركة باستعمال اسلوب البرمجة العددية.

Q5: consider the following IP:  

Min Z= 2X1- 9X2 

S.to  

2X1 + X2 < 5 

-4 X1 + X2 < 5 

X1, X2 > 0, X1, X2 integer.  

اوجد الحل الامثل للنموذج الرياضي الخطي الاتي مستخدما اسلوب البرمجة العددية 4  
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Min Z= 2X1- 9X2 

S.to  

2X1 + X2 < 5 

-4 X1 + X2 < 5 

X1, X2 > 0, X1, X2 integer.  
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